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CHAPITRE PREMIER 

POTENTIEL EN UN POINT EXTÉRIEUR AUX MASSES AGISSANTES 

ÉQUATION DE LAPLACE 
EXEMPLES. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES 



1 . Définition du potentiel en général. — Soit un point mobile M 
attiré par n points fixes P,, P,,.--) Pn- (fig- !)• Désignons par 
X, y, z les coordonnées du point M, 
par ai, bj, Q^ celles du point Pj, et 
par Fj la distance MPj. Cette dis- 
tance est donnée par la relation : 



\.' 



Pi- 



.?=(x-a.)^+(y-b.)'+(z-c.)». 

Enfin, soit i[ (rj) la valeur de 
l'attraction qu'exerce le point P, ?* 
sur le point M. Les composantes 
de cette attraction sont : 
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2 THEORIE DU POTENTIEL KEWTOMEN 

La résultante des actions exercées sur le point M par les n 
points P a pour composante suivant OX : 



X = f '. (r.) ^i-;-^ + f ', (r.) -^^^ H- ••. + f 'n W ^ 



1 

ou, pour abréger, 



Les deux autres composantes sont pareillement : 

Nous appellerons potentiel la fonction : 

V=-2^f(r). 

Ses dérivées premières sont liées aux composantes de l'attrac- 
tion par les relations : 



Z = 



OV 



2. Potentiel newtonien. — Si l'on suppose que l'attraction 
varie en raison inverse du carré de la distance, le potentiel 
obtenu s'appelle potentiel newtonien . On a, dans ce cas, 



"''. „. r/.^__iîî_; 



f'> (r.) = -T et f. (r.) = 



r 



i 



nij désigne la masse du point attirant Pj, l'unité choisie étant la 
masse du point attiré M. 
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L'expression du potentiel est donc : 

m 



E- 



V 

r 



et celle des composantes de l'attraction : 

Y = A' m -îi^ 



=s 



Z = \' m -î^=-i 



-E 



S'il n'y a qu'un point attirant et si sa masse est égale à 1, les 
expressions précédentes deviennent : 
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3. Potentiel logarithmique. — On appelle ainsi le potentiel 
obtenu en supposant que l'attraction varie en raison inverse de 
la distance. On a donc : 

<"" («•.) = —' f> ('•') = "•' H — ' 

^i ro 

r^ désignant une constante. 

On en déduit sans peine les formules suivantes : 



= 2mlo| 



V = N^ m log — - 



î)V VI a — X 



Ox ^^ 
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Ox /j ï 



ÔV VI 1) — v 
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OV VI c — z 
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REMAiigtE. — Supposons que le point M s'éloigne indêGninient, 
\ — teiiJr:i vers 0. Au contraire, > m log —^ tendra vers — x- 
Ainsi l'on peut dire qu'il l'îiifini le potentiel newtonien s'annule, 
au lieu que le potentiel logarithmique est égal a — x . 

4. Equation de Laplace. — Formons les dérivées secondes 
il»V iVV il'V , . , . • j- • 1 

■^;— îi ^r-si -^-..du potentiel newtonien en un point distinct des 

points atliruuts. 
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Ajoutons eus trois relations membre à membre et appelons, 
suivant la notation connue, AV la somme des trois dérivées 
aecondea que noua vciiuns de calculer j ïl vient : 



AV = 3V r 



-(y — '')'+(^- 



-E^ 



3^JJ— .-iV-; 



Le polentiel newtonien satisfait donc, dans l'espace à trois 
dimensions, à l'êt/ualion deLaplace W^ en tout point distinct 
des points attirants. 

Pareillement, le potentiel logorilhmirjne satisfait, dans le plan, 

à l'èiÉiiation de Laplaee-^r-r- -+- z-=-^= que Von écrit encore 

' ' Ox 0) ' 

AV ^^ 0. Ou a en effet pour ce potentiel ; 

Ox' ^ r' ^ r' 



V . 



2"'^^^^ -S-?-- 



ÉQUATION DE LAPLACE 

Ajoutons membre à membre en remarquant que 

(a — x)' + (b - y)« = v\ 

nous aurons : 

d'V , O'V _^ 



On peut, de même, définir, dans Tespace à n dimensions, un 
potentiel analogue au potentiel newtonien dans l'espace à trois 
dimensions et au potentiel logarithmique dans le plan. Appelons 
Xp Xj,,...x„ les coordonnées d*un point de l'espace à n dimen- 
sions ; le potentiel en question sera une fonction V de n variables 
satisfaisant a l'équation : 



Oxj dXj* dx^ 

qui est la généralisation de l'équation de Laplace. Le potentiel 

. , 1 

ainsi obtenu correspond a une attraction proportionnelle a ^_^ - ; 

r désigne toujours la distance du point attiré (x,, x,,..., x^) à un 
point attirant (aj,a,,..., an) et est donné par l'expression : 

r* = (x, — a,)* + (x. — a,)'+ + (x.— a,)». 

5. Limites supérieures des dérivées de — . — Avant d'aller plus 

r 

loin, nous allons indiquer des limites supérieures pour quelques- 

1 
unes des dérivées de — . Ces limites supérieures nous seront 

r * 

utiles dans la suite. On a : 
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et des formules analogues pour les dérivées en y et en z. On 
conclut sans peine de ces formules les inégalités suivantes : 



(1) 




et ainsi de suite. 

6. Potentiel des corps continus. — Jusqu'ici nous n'avons con- 
sidéré que des points attirants discrets. Considérons maintenant 
des distributions continues de masses attirantes ; il y en a de 
trois sortes : volumes, surfaces, lignes. Nous allons étudier leur 
action sur un point M (x,y,z) portant l'unité de masse et définir 
un potentiel. Nous envisagerons d'abord le cas où le point M est 
extérieur aux masses agissantes, c'est-à-dire tel qu'on puisse 
entourer ce point d'une surface fermée de dimensions finies ne 
contenant aucune des masses considérées. 




1® Volumes attirants, — Soit un tel volume; appelons (fig. 2): 

d?', un élément de ce volume ; 

x', y', z', les coordonnées de son centre de gravité ; 
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[jl', la densité en ce point; 

X, y, z, les coordonnées du point attiré; 

ijl' est une fonction de x', y', z' . 

L'élément 3t' exerce sur M une attraction dont la composante 
parallèle à Ox est : 



u'dT'(x'— x) 

b —^ r« = i(x — x)^; 



la composante relative au volume tout entier est : 



r» 



les deux autres composantes sont de même : 



^-j -, ' 



et le potentiel : 



a'(k' 



■F^' 



les intégrales étant étendues au volume considéré. V, X, Y, Z 
sont des fonctions de x, y, z. 

Calculons les dérivées du premier ordre de V. Montrons qu'il 
suffit, pour les obtenir, de différenlier la fonction qui est sous le 
signe j et d'écrire par exemple : 



dx 
Posons en effet : 



-/.#« 



— = f(x,y,z). 

On a 

V =:Jj*T (X, y, z) ck'. 
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Par définition : 



dx 



= lim -i-|yix'f (x + h, y, z) dT' —j^i (x,y, z) d^'] , 



quand h tend vers 0, ce qui donne : 

(2) —■ = limJA {\ (x) + -!Lf';« (x + Ôh)]dT'0 <Ô < 1. 

II est facile de voir que : 

hjix'f;» (x + 6h, y, z) dT', 

tend vers avec h; car, en vertu des inégalités (1), on a : 

4 



fV (x + 6h, y, z) 



< 



.3 » 



r désignant la distance au point x', y', z' du point M'' qui a pour 
^ coordonnées x + 6h, y, z (fig. 2). Or, quel que soit le point 

i494X^Cl^<^^x', y', z', r est infopioui^ a M'' Q, Q désignant le point du volume le 
plus rapproché du point M''. Bref on a : 



(3) 



f'..(x+eh,y,z) 



<■ 



M'Q 



De plus, lorsque h tend vers zéro, IVr^ tend vers M et M"() 
tend vers une limite différente de zéroy puisque M est extérieur 
au volume attirant; donc le produit : 

hf;.(x+eh,y,z), 

tend vers zéro avec h et, en vertu de la relation (2), on a : 



dx 



= J {.T,(x,y, z) d.'= J l*'-^d^'. 



ce qui démontre la proposition annoncée. 



Remplaçons maintenant 



i)\ 



dx 



par sa valeur,-r—prcndla forme 



dx 



dV 
dx 



= j V-' — -pi — ^~' = X- 
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Pareillement : 

dV 



dV 
dz 



=Y, 



=Z, 



formules identiques à celles que nous avons trouvées dans le cas 
d'un potentiel de points attirants discrets. 

Comme nous avons différentié une première fois sous le 

signe I et pour la même raison, nous pouvons différentier une 

deuxième fois et obtenir ainsi les dérivées secondes de V. On 
peut donc écrire : 

/^, 1 ^2 ^ V ^ 

,r ~r . "T r 1 j , ^ 



dx' dy* dz 

Le potentiel d^un çoliime attirant satisfait donc à l'équation de 
Laplace en tous les points extérieurs aux masses agissantes, 

2® Surfaces attirantes, — Lignes attirantes. — Les mêmes 
considérations s'appliquent aux surfaces et aux lignes attirantes. 
Désignons par dco' un élément d'une surface attirante (S) et 
par dl' un élément de longueur d'une ligne attirante (L), les 
autres notations gardant les mêmes significations que précédem- 
ment; on a pour les potentiels les expressions suivantes : 

Surface : V = / -^ dco', 

Ligne : \ = C ^ dl\ 

la première intégrale étant étendue à la surface entière et la 
seconde h tous les éléments de longueur de la ligne. 

Les composantes de l'attraction s'obtiennent de même en diffé- 
rentiant sous le signe j : 

Surface : X = -r— = 
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Ligne : X = 




Enfin les dérivées secondes s'obtiennent encore par difTéren 

tiation sous le signe 1 et vérifient par conséquent Téquation de 

Laplace : 

AV = 0. 

Tout ceci ne s'applique, comme pour les volumes, qu'aux 
points extérieurs aux masses agissantes. 

,3® Potentiel logarithmique. — Il possède dans le plan — tou- 
jours en dehors des masses agissantes — pour les aires et les 
lignes attirantes les propriétés que nous venons de reconnaître 
au potentiel newtonien dans l'espace. 

7. Propriétés à l'infini. — Soit p la distance à l'origine du point 
attiré M; quand M s'éloigne indéfiniment, c'est-à-dire quand p 




Fig. 3. 



croît indéfiniment, le potentiel uewtonien V 
en M tend vers 0. C'est ce que nous allons 
Y prouver en montrant que le produit oV tend 

vers une limite finie et en calculant cette limite. 



PROPRIÉTÉS A L'iyfryr n 

Soît (fig. 3) T un volume attirant, (It' un élément de ce volume, 
P son centre de gravité, a la distance de P a l'origine O des 
coordonnées, M le point attiré, r la distance PM et p la distance 
OM. On a: 

p — a <r<p + a, 

et, par suite, on peut poser : 

r=:p+6a, 

étant compris entre — 1 et +1- 
Le potentiel V a pour expression : 



Formons le produit pV : 



les intégrales étant étendues au volume T. 
De l'égalité (4), on tire : 

[ji'eadT' 



pV-/,'d.' = -/. 



9a 



On voit sans peine que le second membre de cette dernière 
égalité tend vers quand p augmente indéfiniment. On a 
donc : 



LimLw —fl».'d'A=0, 



ou 

LimpV = r|jL'dT'=:M, 

en appelant M la masse attirante totale. 

Le raisonnement s'étend sans aucune modification au cas d'une 
surface attirante, d'une ligne attirante ou d'un ensemble de 
volumes, de surfaces et de lignes. 

8. — Passons au cas du potentiel logarithmique dans le plan. 
Soit S une surface plane attirante. Le potentiel V en un point M 
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de son plan (fig. 4) a pour expression, en reprenant les notations 
connues : 

V =x=y |x' log ^ du,'. 




Fig. 



4 



Voyons comment V se comporte à l'infini. Posons : 

V. = log ^Jv-'à^' = M log -^, 

M désignant la masse attirante totale et p la distance du 
point M à l'origine. Formons la diflercncc V — V„ : 

V — V,= fix' logi- dw' = — fixlog ■°"'"'^" dw'. 



Or on a : 



log 



Oa 



P 



,„g(i + ^) 



< 



Oa 



a ^ a 
< — <— , 

P P 



a désignant une limite supérieure de a ; on en conclut : 



V — V» < 



/'j.'^du.' <^,x./do,', 



Y-Q étant une limite supérieure de |jl'. Si Ton désigne par S l'aire 
de la surface attirante, on a : 



=/d<u', 



POTENTIEL NEWTONIEN D'UNE SURFACE SPUÉRÎQUE HOMOGÈNE i3 

et Ton voit que : 



V— V, 



a 



<-ri^oS; 



p 



par conséquent : 



Lim|V-V. 1=0, 



quand p augmente indéfiniment. 

On peut donc écrire l'égalité asymptotique : 



Va)M. log 



? 



9. Potentiel newtonien d'une surface sphérique homogène. — 
Nous allons, a titre d'exemples, calculer le potentiel dans quel- 
ques cas simples. 

Soit une surface attirante sphérique, homogène, de densité |jl'; 
soient O son centrCi^ a son rayon (fig. 5) et M, un point extérieur, 







pour lequel nous voulons avoir la valeur du potentiel. Soit P le 
centre de gravité d'un élément dw' de la sphère; menons le 
diamètre AB issu de M. Posons : 

MP=r; OP=a; OM=p; angle MO P=e. 
Le potentiel en M a pour valeur : 



-/^O"'. 
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OU, en supposant l'unité de masse telle que ijl'=1. 



(5) 



=/t ""■• 



l'intégrale étant étendue a la surface de la sphère. C'est cette 
intégrale que nous nous proposons d'évaluer. 

Décrivons, de A et B comme pôles, une infinité de petits cer- 
cles sur la surface de la sphère ; nous découpons ainsi la surface 
de la sphère en une infinité de zones infiniment étroites. Proje- 
tons la figure sur un plan passant par OM que nous prendrons 




Fig. 6. 



pour plan de la figure (fig. G). Soient CC et DD' les plans d(î 
base de l'une des zones; C'V>" est sa hauteur. 
L'aire dw' de cette zone est donnée par : 



dco' = 27:a. C'D'' = 27:a.asin6d6 = 2 7ia^sin9de. 



• I 



La densité de la matière attirante étant égale a l'unité, 
2 ira^sinOdO représente aussi la masse répandue sur la zone et 
le potentiel auquel elle donne lieu en M est : 

27ra*sinedO 



r 



Le potentiel V de la surface sphérique est donc : 



(«) 



=r 



' 2 ira' sin 



de. 



POTENTIEL D'UNE SPHERE PLEINE r> 

C'est une première modification de l'intégrale (5). Transfor- 
mons-la encore ; on a : 

r* = a^ + p^ — 2 ap cos 6, 

d'où : 

rdr = ap sinQdO, 

et 

sin 9d0 dr 

r ao ' 

et en portant cette valeur dans l'expression (6) : 

/•?^"27îa' , 2™ /•?+•, 4 ira' 

Or 4toi^ est la valeur de la masse totale attirante M; on peut 
donc écrire : 

P 
comme si la masse entière était condensée au centre. 

Si le point M, au lieu d'être extérieur à la sphère comme dans 
le cas précédent de la figure (0), était intérieur, les limites de 
l'intégrale (7) seraient a — p et a + p ; la valeur du potentiel 
serait alors : 



2 -na /^+? , , 4 7:a* M 
= / cir = 47ra=- = — . 



Ainsi^ à l'intérieur de la sphère, le potentiel est constant et 

, M , 

égal h — ; l'attraction est nulle. 



a 



10. Potentiel d'une sphère pleine. — Commençons par calculer 
le potentiel d'une couche sphérique homogène infiniment 
mince. 

Soit (fig. 7) une sphère de rayon a recouverte d'une couche de 
matière attirante dont la densité, constante, est égale a y.' et 
dont l'épaisseur est uniforme, très petite et égale h e. Un 
élément P de la sphère, dont l'aire est dw\ porte une quantité 



i6 
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de matière égale à Ejji'dw'. Son potentiel en un point M exté- 
rieur est : 



'fidw' 



Le potentiel V de la couche est donc : 



'e. 4 7ra* 



le calcul est le même que pour une surface attirante dont la den- 




fig- :• 



site serait £|jl'; 4 7wa^ea' n'est autre que la masse totale M de la 
couche et Ton a : 



V = 



M 



M 
La dérivée fournit la valeur de l'attraction : ^, 

P 

Pareillement, le potentiel en un point intérieur est constant 

et égal à : 

a ' 

le potentiel étant constant à l'intérieur, l'attraction est nulle. 
On en conclut sans peine la valeur du potentiel d'une sphère 
pleine composée de couches concentriques homogènes. En un 
point extérieur, on a encore : 



V = 



M 
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Tout se passe comme si la masse totale était condensée au 
centre de la sphère. 

Considérons maintenant une masse attirante comprise entre 
deux sphères concentriques dont les rayons a et b ont une diffé- 
rence finie (fig. 8), et supposons la matière distribuée en couches 
concentriques homogènes. A l'extérieur de la grande sphère, le 
potentiel est encore égal h 

p étant la distance au centre du point où Ton évalue le potentiel. 

Dans la cavité, au contraire, le potentiel de chaque couche est 

constant, il en est donc de môme pour le potentiel de la masse 





Fig. 8. Fi^. 9. 

totale. Evaluons-le au centre. Le potentiel en ce point, d'une 
couche de rayon OC = c et d'épaisseur de, est : 

[JL. 4'ircdc. 
Le potentiel total est donc : 

V = 47:[jLrcdc = 27:[jL(b* — a'^). 

L'attraction est nulle en tout point de la cavité, puisque le 
potentiel est constant. 

Il nous reste a calculer maintenant l'attraction et le potentiel 
d'une sphère pleine homogène en un point M intérieur à l:i 
sphère. Ici, le point attiré est intérieur aux masses agissantes; 
nous n'avons encore traité aucun cas de ce genre, mais les con- 
sidérations qui précèdent vont nous en donner immédiatement 

POING ARE. Potenl. Newt. 2 
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La solution. Traçons (fig. 9) la sphère concentrique à la sphère 

donnée et de rayon OM. 

Le potentiel V en M se compose de deux parties : 

1® Le potentiel V, de la sphère de rayon OM = b; 

2** Le potentiel V, de la masse comprise entre les deux sphères 

Le point M peut être considéré comme extérieur à la sphère OM ; 

on a donc : 

V— ^ 

M étant la masse de cette sphère. 

D'ailleurs, cette sphère étant enlevée, M peut être considéré 
comme intérieur a la cavité et, par suite, le potentiel \^ de la 
masse restante est égal, d'après le calcul effectué plus haut, à : 

V,= 27r[jL(a* — b'). 
On a donc : 

4 
mais M a pour valeur — ,- izjjib''' ; donc : 

V == -^ 7r[xb2+ 2 Tifji (a» — U) = 2 TTjx (a2 î^) . 

Calculons maintenant l'attraction en M : cetto attraction se 
compose de deux parties : 1° celle qu'exerce la sphère de rayon b 
et dont la valeur est : 

M 
1)2 • 

2° l'attraction exercée par la masse restante, cette dernière est 
nulle, puisque M se trouve dans» la cavité déterminée par l'en- 

lèvement de la sphère OM. -p- est donc la valeur de l'attraction 

exercée en M par la masse totale. Cette valeur est proportion- 
nelle à b. 

11. — On peut obtenir tous ces résultats par une autre mé- 
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ihode, que nous allons exposer dans le cas d'une surface sphé- 
rique homogène. 

Commençons par effectuer le calcul pour un point situé à Tin- 
térieur de la cavité sphérique. Tout point de cette cavité est 
extérieur aux masses agissantes et le potentiel \ y satisfait à 
l'équation de Laplace 

1) A V :-.(). 

Or, en vertu de Thomogénéité de la couche superficielle, 
V dépend seulement de p, distance du point attiré M au centre 
de la sphère; cela nous permet de transformer Téquation (1). 

On peut écrire : 

OV dV X 



iVk do 



r ? 



car le centre de la sphère étant pris pour origine des coor- 
données, on a : 



et 



i\o X 



Ox 



On a de même : 



dV dV V OV dV z 

Ov do ' t^z dp p 

Calculons les dérivées secondes : 

iW /dV\ X i> /x\ dV 



/dV\ X i> / X \ dV 

Ox \ do / Ox \ / dp 



De même : 










iT-V 


iV\ 


V" 




ùv=^ 

*> 


- Af 


o'^ 




iVV 


iV\ 


•> 

Z" 



Oz* ~ do ~^" 
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Ajoutons ces trois dernières relations, membre à membre; il 
vient : 

L'équation (1) devient donc : 

d*V 2 dV 

(2) -T^ + --T^ = 0- 
^ ' dp* p dp 

Nous avons remplacé l'équation aux dérivées partielles par une 
équation différentielle linéaire du second ordre. Or nous con- 
naissons deux intégrales particulières de cette équation ; ce 
sont : 

V=l et V = — . 

? 

L'intégrale générale est donc : 

(3) V = A+^, 

A et B étant des constantes. 
Calculons A et B. 

Au centre, le potentiel doit être égal îi — , car, dans l'in- 
tégrale / jji' , r est égal à a, rayon du cercle. Donc, pour 

/ . . M 

p = 0, V doit se réduire à , ce qui exige que l'on ait : 

a 

M 
A = — , B = 0, 
a 

et ce qui nous montre que le potentiel est constant en tout point 
intérieur et égal à . 

Voyons ce qui se passe pour un point extérieur à la sphère. 

En tout point extérieur, l'équation (2) est vériGée et le potentiel 

est encore de la forme (3), les constantes A et B n'ayant pas la 

môme valeur que dans le cas précédent. Calculons ces nouvelles 

valeurs; pour cela, remarquons que, si p augmente indéfiniment, 

on a : 

LimpV=M, 
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ce qui exige que Ton ait : 

A = () 
B = M 

et, par suite, 

V M 

V = — . 



12. Potentiel logarithmique d'une circonférence. — Soit une 
circonférence attirante homogène, dont le centre est à l'origine 
des coordonnées. Proposons-nous de calculer le potentiel loga- 
rithmique V en un point M de son plan. Remarquons que V est 
une fonction de deux variables seulement, x et y, et qu'à l'inté- 
rieur comme à l'extérieur de la circonférence, cette fonction 
satisfait à l'équation de Laplace : 

Dans le cas particulier qui nous occupe, la circonférence étant 
homogène, V ne dépend que de la distance p du point attirant 
au centre. Nous pouvons alors transformer Téquation aux dérivées 
partielles (4) en une équation difTérentielle linéaire et du second 
ordre. On a en effet : 

- • ùV dV X 



Ox do 

ÙV dV 



V 



Ov do 






^ / dV 2.\ J^ /dVX dV _ù_ /jc_\ 

ùx \ dp 3 / p Ox \ dp / dp i^x \ p / 



X* 



0' ds 



dn' dv 

+ 



Ù»V V* d*V dV 

+ 



lY f dp 







2 



-(--4). 

p \p p'/ 



d'où 



on' ù^v d^v 1 dv 

H 



ùx'^ ùv* do- p do 
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réquation différentîelle cherchée est donc : 

d^V 1 dV _ ^, 



dp^ p dp 

On connaît deux solutions particulières de cette équation 

V=l 
V=logp. 

L*intégrale générale est donc de la forme : 

(5) V = A + B.log-î^, 

P 

qui est une combinaison linéaire des deux précédentes. 
Calculons A et B pour un point intérieur. 
Au centre, le potentiel est : 



/ 



log^|x'd'^w'=M.log-!^ 



il étant le rayon de la circonférence. L'expression (5) doit donc 

r 
se réduire à M log — ^ pour p = 0. Ce qui exige que Ton ait : 

A = M.loff-^ 



^ a 
B=0. 

Le potentiel est donc constant en tout point intérieur et a pour 
valeur : 

V = Mlog — . 

M a toujours la même signification : c'est la niasse totale de la 
circonférence. 

Passons au cas d'un point extérieur au cercle; nous nous 
appuierons, pour traiter ce cas, sur une propriété démontrée 
au paragraphe (8) : (juand p augmente indéfiniment, on a : 



Lim(v— Mlog-^)=0. 
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Donc, quand, dans la formule (5), on fait augmenter p Indéfini- 
ment, V doit se réduire à 

M log A , 

ce qui exige que l'on ait : 

A = 0, 

B = M, 
et donne pour la valeur du potentiel : 

V = Mwis-. 

^ P 

Tout se passe comme si la masse totale était concentrée au 
centre du cercle. 

13. — Indiquons encore une troisième méthode pour obtenir 
le potentiel newtonien d'une sphère et le potentiel logarithmique 
d'une circonférence. 

Cette méthode repose sur la propriété suivante : 
Soient une sphère de centre O (fig. 10), M un point qui n'est 
pas sur la sphère, AB le diamètre issu de M, enfin M' le point 
qui sur AB est conjugué harmonique de M par rapport à A et B. 
Si M est extérieur, M' est intérieur, et réciproquement; de plus, 
si l'on pose : 

PM = r, PM' = r', 

P étant un point quelconque de la surface de la sphère, les 
triangles semblables OPM et OPM' donnent la relation : 

r p 

— r = const. = -^, 
r a • 

quand le point P se déplace sur la sphère. 

Cette propriété est vraie également de la circonférence de 
cercle. 

Cela posé, proposons-nous de calculer le potentiel newtonien 
d'une surface sphérique homogène. 
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Supposons qu^on connaisse la valeur constante 

M 
a 

du potentiel à Tintérieur; on peut en déduire l'expression du 
potentiel en un point extérieur quelconque M. Soient, en effet, V le 




Fig. 10. 

potentiel cherché en M et V le potentiel au point M' conjugué 
de M; on a : 

d'où : 



(«) 



v 



r 
r 



a 

7 



M 



Or M' est intérieur, donc \'' = — — ; la relation (G) donne V : 

a 

V = V' — = — —= — . 



P 



a 3 



P 



Inversement : connaissant le potentiel à l'extérieur, on en 
déduit le potentiel à l'intérieur. 

Par le même procédé, on peut trouver le potentiel logarith- 
mique d'une circonférence en un point extérieur, quand on le 
connaît à l'intérieur du cercle. Soit, en effet, M le point extérieur 
où l'on veut calculer le potentiel V; soient M' le conjugué de M 
et y le potentiel en M'; on a : 

V =/iog -^ ds', V =yiog ^^ ds', 
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'2 5 



ds' étant Télément d'arc de la circonférence dont la densité est 
supposée égale à l'unité. On a : 

V — \'=riog-^ds' = Aog — ds' 



a 



Or : 



= M log — . 



V = M log ^; 



donc : 



V = M log 



14. Attraction d'une droite homogène sur un point extérieur. — 



Soit une droite attirante AB, homogène, 
de densité [x' (fig. 11). Supposons d'abord 
cette droite limitée aux points A et B et 
proposons-nous de calculer le potentiel 
newtonien de cette droite en un point M 
extérieur. 

Prenons la droite AB pour axe des z et 
choisissons l'origine entre les points A 
et B. Soient Q la projection du point "M 
sur la droite, P un élément de longueur 
de celle-ci, ds' la longueur de cet élé- 
ment; enfin appelons x, y, z les coordon- 
nées du point M, x', y', z' celles du point 
P, et r la distance M P. On a : 



ffA 




B 



Fig. II. 



x':=0, y'^0, 



ds' = dz', 



QP = z' — z, 

r=Vx* + y*H-(z'— z)*. 



Posons en outre : 



P> 



MQ = 
0B = — b 
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a et b sont des quantités positives si la direction de Taxe des z 
est celle du segment BA. 

Le potentiel en M a pour expression : 



' / V'x* + v' + (z' — z)' 




V/x^ + y^+(z' — z)' 

(B) '^ (B) 

La valeur de l'intégrale indéfinie est : 

[x' log [(z' — z) + v/x*4-y* + (z'-z)']. 
= li'log[QP — MP]. 

Remarquons que MP est essentiellement positif au lieu que PQ 
est doué de signe. 

L'intégrale définie V a pour valeur : 

, QA + MA 

ce qui peut s'écrire : 

.. ,. MA+QA ,, (QA+MA) (MB + BQ) 

^ ^ MB — BQ ' ^ MB=-' — BQ' 

= |i.' log (QA + MA) + ]il. log (MB + BQ) — )l' log [mF^ — BQ=^] 

= î^' l«g (QA + MA) + ^' log (MB + BQ) — i^.' log ÂÏCp. 

Supposons la droite très longue, c'est-à-dire a et b très grands, 
mais X, y, z finis. Nous pourrons négliger des quotients tels 
que : 

XXV 

—. _1_ ofp 

% m y «•••V' w • 

a b a 

La somme QA+MA est alors très voisine de 2a; en effet : 
QA + MA = 2 OA + (MA — OA) +(QA — OA). 

Il suffit de montrer que l'erreur relative commise en négligeant 
les diflerences (MA — OA) et (QA — OA) est très petite. Voyons 
d'abord la seconde différence QA — O A ; on a : 

QA — OA = — OQ ; 
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l'erreur relative commise en la négligeant est : 

QQ z 
OA "~ a ' 

« 

qui est négligeable en vertu de la remarque précédente. Voyons 
maintenant la deuxième différence MA — OA. Le triangle MQA 
donne : 

MA<MQ + QA, 

donc : 

I MA — OA I < I MQ + QA — OA | , 

ou : 

I MA — OA I < I MQ — OQ | ; 

Terreur relative est donc négligeable, puisque MQ et OQsont 
finis et de Tordre de x, y, z. 

Bref, la somme QA+MA est très voisine de 2a; la somme 
QB-I-MB est de même très voisine de 2 b. On peut donc 
écrire : 

(1) V = pl' [log 2a + log 2b — 2 log o ] ^ 



= {i' [log 4ab — 2 log p] 



'r- 



^ , , 2 V^ l o / 1 ^0 2 M ro \\ ,• j 

^ p ^ '^ ^ p a + b ^ p 

en posant : 

r, =l\/^ 

Quant a Tattraction, elle a pour expression — ^ . 

r r . a+b p 

Ainsi le potentiel newtonien d'une droite très longue est le 

môme que le potentiel logarithmique d'un point situé en Q. 

Cela cesse d'être vrai si le point M s'éloigne indéfiniment, car 

dans ce cas on ne peut plus négliger les quotients — , j-,...etc. 

Cela explique un paradoxe : un potentiel newtonien identique h 
un potentiel logarithmique semble un résultat contradictoire, 
car à Tinfini le premier s'annule, tandis que le second est infini. 
Dans l'exemple précédent, nous avons vu que cette identité n'a 



A 



iipu que pour des points situés à une petite distance de la droite 
iittiraiite, distnnce ucgligeable dcviuit leurs distances aux exlié- 
mîtés de la droite. 

Uemari]uoiis encore que l'expression de V ne dépend que de 
p = ^x* ■+■ )' et non de z; cela veut dire que, quand z varie 
seul, V varie très lentement; il faut se souvenir, en ell'et, que la 
l'urniule (i) n'est qu'approximative. 

Taisons une dernière remarque ; nous avons trouvé 

r, = 2^V'k 

il semble que V dépende du choix de l'origine; mais, sî l'on 
prend deux origines et O' ii distance finie Tune de l'autre, 
l'expression de V change très peu. 

15. Potentiel newtouïeu d'un cylindre. — Soit (fïg. 12) un cylin- 
dre dont la section droite est une ciiurlie quelconque. Prenons 
l'axe des z parallèle aux gént-^ratrices. Supposons ce cylindre 
rempli de matière attirante et limité ii deux sections droites dont 
les cotes sont : 

z' ^ a , 
y: = — b. 

Proposoiis-tious de calculer le potentiel newtonien de ce 
cylindre en un point iljjont la distance au cylindre est négli- 
geable devant a etb; nous eÛ'ectuerons le calcul dans l'hypothèse 
où la densité |Ji' de la matière attirante en un point Q dépend 
seulement des deux premières coordonnées x' et y' de Q et non 
de la troisième coordonnée z'. 

Traçons la section droite S qui passe par M et décomposons 
l'aire S en éléments dw', puis découpons le cylindre en une 
infinité de cylindres élémentaires parallèles à OZ ayant respecti- 
vement pour bases les éléments du' de S. 

L'n cylindre élémentaire est assimilable ii une droite attirante 
dont ta densité linéaire serait {ji'du'; soit C l'un des cylindres; il 
perce la section S en Q; son potentiel on M est : 



S 14) el I-, = 
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Le potentiel du cylindre total en M est donc : 

V =J2 i^'da,'. log -^, 

l'intégrale étant étendue a tous les éléments dw' de la section 
droite S. Le calcul du potentiel newtonien cherché est donc 
ramené à celui du potentiel logarithmique de la section droite 
qui passe par M. On ramène de même le potentiel newtonien 
d'une surface cylindrique au potentiel logarithmique du contour 
de la section droite. 



c^ 
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Z'so^ 
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Z'r-A 




M 



r> 



Fig. la. 



Fig. i3. 



16. Cas du cylindre de révolution. — 1** Surface cylindrique. 
— Les considérations précédentes nous permettent de calculer le 
potentiel newtonien d'une surface cylindrique (fig. 13) homo- 
gène de révolution. Ce potentiel se ramène au potentiel loga- 
rithmique de la section droite qui passe par le point attiré M, 
c'est-a-dire au potentiel logarithmique d'une circonférence. On 
voit sans peine que le potentiel newtonien cherché est : 



V = 2{x'rdsMog-^, 
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p désignant la distance du point M h Taxe et r,, ayant la signifi- 
cation habituelle 2 V^ab. On peut donc écrire : 



V=21og-^r}x'ds'; 



dans ces deux expressions, ds' est l'élément d'arc de la circonfé- 
rence. Si L est la longueur de la circonférence, M la masse totale 
de la surface cjliiidbnque) a et — b les^cotes des bases, on a : 



, M M 



" S ~ L(a + b)' 

1» * 
ou : 



/,'ds' = ,'/ds'^,'.L==-^ 



. b ' 
donc on a : 

^ p a+b ' 

on en conclut sans peine l'attraction en prenant la dérivée. 
Tout se passe comme si la masse attirante était concentrée 
sur l'axe du cylindre. On voit de même sans difficulté qu'à l'in- 
térieur le potentiel est constant et égal à : 

Il désignant le rayon de cylindre. Quant à l'attraction, elle est 
nulle. 

Tout cela suppose le cylindre infiniment allongé. 

2** Volume cylindrique, — Le calcul est encore très simple ; 
on partage le volume en couches cylindriques très minces, con- 
centriques et assimilables à des surfaces cylindriques attirantes; 
on est ainsi ramené au cas précédent. 

Kn un point extérieur l'attraction et le potentiel dépendent de 
p seulement; ils ont la même valeur que si toute la masse était 
condensée sur Taxe. 

Kn un point intérieur, les choses se passent différemment ; le 
résultat se déduit de la considération du cas suivant. 

3° Masse attirante comprise entre deux cylindres concen- 



CAS llV CrLlSDHE bE IIEVOLU Tioy Jl 

triqtien. — Nous supposons que la difierence des deux ruynns 
l'St une quiinlîté finit-, Kn un poînl M extérieur au plus graud 
t-ylindri^ iTig. 14), le potentiel est, CDnime i'iiltraction, une fonction 
do p seulement; tout se pusse donc comme si la masse étiiît con- 
densée sur l'axe ; le raisonnement est le môme que dans le cits 
précèdent : on di^uompose la masse attirante en une inlinitê de 
couches cylindriques, concentriques, assimilables il des surfaces. 




rig. .4. 



Fi(r. .s. 



En tout point M, intérieur ii la cavité, le potentiel est constant 
et l'attraction nulle, ciir tous les points M, sont intérieurs ii toutes 
les couches cylindriques. 

Si donc (fig. 15) nous voulons évaluer le potentiel et l'attrac- 
tion en un point M intérieur it un cylindre plein, nous décompo- 
serons ce volume en deux parties : l" un cylindre concentrique au 
premier et passant par le point M ; 2" le reste du volume, c'est-à- 
dire lu portion comprise entre les deux cylindres. Le potentiel en 
M est la somme des potentiels de ces deux volumes et l'at- 
Iruction se réduit ii celle du cvltndrc intérieur. Le raisonnement 
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est exactement le même que celui que nous avons fait (§ 10) pour 
une sphère pleine. 

17. Potentiel neT^^tonien d'une circonférence. — Proposons- 
nous de calculer le potentiel newtonien d'une circonférence en 
un point quelconque M de Tespace. 

Représentons (fig. 16) la circonférence C en perspective. Soient 
OZ l'axe de cette circonférence, P un point de celle-ci, r sa dis- 
tance au point M. ds' un élément d'arc de C ; le potentiel V en M 
est : 



Y=/^ds'. 

Si nous supposons la circonférence homogène, la densité ^' 
est constante et l'on peut écrire : 

Projetons en Q le point M sur le plan du cercle et joignons 




I 

Fig. iG. 

OQ, cette droite coupe la circonférence en deux points A et B ; 
enfin menons les droites MA et MB et posons : 



OP = a; 



OQ = p; 



MP = r; 



QM=z; 



et appelons w l'angle POQ (fig. 16). 
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On a 



MA* = z*+(a — p)«, 



PQ* = a* + p* — 2 ap cos w, 
r« = MQ2 + PQ^ =2^ + a* + p^ — 2 ap cos w. 

r' peut encore s'écrire de la manière suivante : 



r* 



= ( z^ + a* + pM (cos* -^ + sin* -j- ( — 2 ap (cos* -^ sin' -^ j 

= [z* + (a - p)«] cos* ^ + [z* + (a + p)*] sin* ^ . 



= MA*cos«-|-+MB*sin* -J 



Le potentiel prend donc la forme : 

adw 



yMÂJcos* 



-^-+MB*sin* -J 



Or, si l'on désigne par M la niasse attirante totale, on a : 

M = 2wa}i'; 



donc : 

'*" dw 



_V__ /»»« 



cos»-jH-MB»sin»y 



On peut donc poser, 

V = s>(MA, MB), 

et si l'on pose en outre : 



Jl — tt- 
2 ~ ' 



on peut écrire : 

? (MA, MB) = 2 

PoiNCARÉ. Potent. Newt. 




dM' 







2 7t y/M A^ cos» W + MB* sin' W 
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Knfin remarquons que la fonction sous le signe j est une 
fonction périodique et que l'on a, par suite. 

r^ f- = 1. p 

La fonction îp(MA, MB) prend la forme suivante : 

dM" 



'f(MA,MB) = 




2 T. y/MA* cos^ W + MB^ sin» T 



(^est cette intégrale qu'il s'agit de calculer ; nous y parvien- 
drons en démontrant trois propriétés importantes de la fonc- 
tion C9. 

1** La valeur de cette fonction ne change pas quand on permute 
entre elles les valeurs de MA et MB. On le voit, en changeant 

*r en U' ^ et en remarquant que : 





on a donc : 

'f(MA, MB) = '^(MB,MA;. 

2" Supposons MB = MA; on a : 

/MA MA^ r*' dV 1 /-*-= dq- 1 

»(MA,MA)=:j^ 2^n«Â=Mri I2r = lîT 

,'i" cp(MA,MB) est homogène en MA et MB et de degré — 1. 
I /expression : 

MA 'f (MA, MB) 

est donc homogène et de degré et, par suite, ne dépend que 

MB 
du rapport ., . . 
* * MA 

Soient alors (fig. 17) deux points R et R', situés sur AB et 

conjugués harmoniques par rapport à A et B; traçons, sur RR' 

comme diamètre, la circonférence (1, dont le plan est perpendi- 
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culairc sur celui de C. Pour tous les points M de C,, le rapport 

MA , , ,, 

est le même et 1 expression 



MB 



MA? (MA, MB), 



a la même valeur qu'au point R'. On peut donc, du potentiel 
en R', conclure le potentiel en un point quelconque de C, et, par 




Fig. 17. 



conséquent, si Ton connaît le potentiel en tous les points du plan 
du cercle C qui sont intérieurs h sa circonférence, on connaîtra 
sans peine le potentiel en un point quelconque de Tespace. 

18. — Toute la question est donc ramenée au calcul du poten- 




Fig. 18. 



tiel en un point situé dans le plan du cercle C à Tintérieur de sa 
circonférence. 

Prenons ce plan comme plan de la figure (fig. 18). Soit M un 
point intérieur quelconque ; menons le diamètre AB passant par 



36 THÉORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN 

ce point. Soit, en outre, P un point de la circonférence et P' un 
point infiniment voisin. Posons : 

OM = p, PM = r, PP' = ds', 

OA = OB = OP = OP'=a, angle MPC) = e, 

angle PMO == ^*, angle P'MP = d^^. 

Enfin, prenons pour unité de masse la masse totale M. On 

aura : 

1 
M = l et pi' = -75 . 

Projetons le point P' sur MP en II ; on a : 

P'H = PP' cos PFIÏ = ds'cos e. 

Mais on a aussi : 

P'II = P'M sin(d^*) = rd^^ 

On en conclut : 

rdT = ds'cos 6. 

/a'ds' 
' , peut donc s'écrire : 



/ = ,'/ 



AW 



cos 



6 



Le triangle OPM donne d'ailleurs la relation : 

sin = — sin ^'*; 



a 
ou : 



a cos = y/a* — p*sin* W . 



Le potentiel V prend la forme suivante : 

7 



~ ( 2 71 V^a" — p*sin*^ ' 
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d^^ 



I y 




ty o 
ou enfin : 

^ =^ ' 2 t: \/a^ cos'' W + (a^ — p^) sin* M'- 



On peut donc poser, en se souvenant de la définition de la fonc- 
tion rf : 

Or, on a vu que : 

V = 'f(MA, MB) = 'f (a — p, a + p). 

Donc : 

?(a — p,a + p)=?[a,v/a' — p- J- 

Remarquons que a est la moyenne arithmétique des deux quan- 
tités a — p et a + p et que v^a* — p'^ en est la moyenne géomé- 
trique ; on peut donc écrire en général : 

? (»> ^) = ? («P ^) = ? («1» b,) = ... etc. 
en posant : 

a,= — :^ — , bj = Vab, 



"i 



2 ' 


n,4-l), 
2 


etc. 



etc. 

C'est là une propriété fondamentale de la fonction '^. 

Remarquons que la moyenne géométrique est toujours infé- 
rieure à la moyenne arithmétique. Or, supposons a>b, ce qui 
est toujours possible, puisqu'on peut intervertir ces deux quan- 
tités sans changer la valeur de tp ; nous aurons : 

a — b> a, — bj> a, — bj> etc. ; 
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Les différences a„ — b„ diminuent quand n augmente. Je dis 
qu'elles tendent vers 0. En effet, on a : 

a, — l>i<"i — '^ puisque hj>b; 



or 



donc : 



de même 



a + h . a — h 
a,-l>=— ^^ •^==—2—' 






. a, — b, a — b 
a, — bj < — 2 — < — 2*"" 



et 



, a — b 
K—K< — : 



2" • 

Ainsi la différence a^ — b^ tend vers quand n augmente Indé- 
finiment ; d'ailleurs, il est évident que les b croissent constam- 
ment et que les a décroissent; donc a„ et b„ ont une limite 
commune a ; on l'appelle moyenne arithmético-gèométrique des 
deux quantités a et b. De l'existence de cette limite, on conclut 
que, si a désigne la moyenne arithmético-géomélrique de MA 
et MB, on a : 

'f(MA,MH) = i. 

L'analyse qui précède est due à Gauss. KUe donne, pour la 
valeur du potentiel V au point M : 

si la masse attirante totale est prise pour unité ; mais, si cette 
masse est exprimée à l'aide d'une unité arbitraire et si M est sa 
valeur, on a : 

d'où la règle suivante : on considère la plus grande et la plus 
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courte distance du point M à la circonférence ; on cherche hi 
moyenne arithmético-géométrique de ces deux nombres. Le po- 
tentiel en M est le quotient de la masse totale par cette moyenne. 

19. Formule de Green. — Revenons à la théorie générale du 
potentiel. Commençons par établir quelques formules dont nous 
ferons un fréquent usage dans la suite. 

Soit un volume T limité par une surface fermée S ; désignons 
par a, ^, y les cosinus directeurs de la normale extérieure a la 
surface S. Soit F une fonction quelconque de x, y, z continue 
ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre dans le vo- 
lume T ; soient enfin dT un élément infinitésimal de T et dw un 
élément de la surface S. On a les formules suivantes : 

r ùF r 

(1) /^d.=/?Fdco, 



/V^^=>^^-' 



les intégrales triples étant étendues au volume T et les inté- 
grales doubles à la surface S. Chacune de ces formules se dé- 
montre sans peine h l'aide d'une intégration par parties. 

Soient maintenant deux fonctions U, et V, assujetties aux 
mêmes conditions de continuité que F. 

Posons 

F = U.V.. 

La première des trois formules précédentes nous donne : 

ou 

Posons enfin : 

V — , • 
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il vient : 

Les deux autres formules (1) nous donnent de même : 

Ajoutons membre à membre ces trois dernières relations : 

_/-/^_dUj^ dV__ùU^ dV ÙU, \ 
J \dx Ox dy dy dz ùz / 

Si Ton pose pour abréger : 

^ g^ ÔV _ dV 

* dx "•" "^^ dy "^ "^ Oz ~" dn 

ôx ùx dy dy ùz ùz Zm^ dx dx '' 

on aura : 

formule bien connue sous le nom de formule de Grecn. 

On la met souvent sous une forme plus symétrique; on a, en 
effaçant les indices : 

mais, en vertu de la symétrie des termes sous le signe | dans 
le premier membre, on a également : 
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Retranchons membre à membre ces deux dernières relations : 
/(L.4V-VAU)J.=/(u^-V-^)do,. 

Les fonctions U et V doivent être finies, continues et admettre 
des dérivées premières continues et également (inies. Elles doi- 
vent avoir, en outre, des dérivées secondes finies et intégrables ; 
les discontinuités de ces dérivées, s'il y en a, doivent se trouver 
sur une surface algébrique. 

Les théorèmes sont encore vrais pour des aires planes limi- 
tées par des contours fermés. On les exprime de même, en rem- 
plaçant les éléments de volume d^ par des éléments de surface 
et les éléments de surface dco par des éléments du contour envi- 
sagé ; les intégrales triples deviennent doubles ; les doubles 
deviennent simples. 

20. — Replaçons-nous dans Tespace a trois dimensions et fai- 
sons U = l dans la formule de Green ; elle deviendra : 

dV 



f^'''-^=fi^'-- 



Faisons maintenant U=V, au lieu de U=l ; la formule de 
Green donnera : 

/«.«a,=/t,liLa.-/2(|ï)'a.. 

Si, en outre, U satisfait à l'équation de Laplace AU = 0, on 
obtiendra finalement : 



l'^^^-m^h- 



J.» J¥T 
U d(i) est positive. Ces 
dn 

formules seront utilisées dans la suite. 

Tous les théorèmes que nous venons de démontrer s'appli- 
quent il des volumes connexes, quel que soit leur ordre de con- 
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iiexion ; ils s'uppliqueiit, pur exemple, à un votume doublement 
coniiexe comme celui qui est compris mitre deux sphères coiicen- 
Irifiiies ; miiis, eu <ipplîquunt les formules, il faut bien prendre 
garde au sens de la normale extérieure ; dans l'exemple cité, le i 
volume est limité par les surfaces des deux sphères et les inlé- * 
grulcs de surface doivent être étendues nux surfaces de ces deux 
sphères ; le sens de lu normale e.v le rie lire sur lu grande sphère 
est celui de la portion de normule qui sort de lu sphère ; a» con- 
traire, sur lu surl'ace de la petite sphère, la normale extérieure 
au volume T est dirigée vers l'intérieur de la cavité, car c'est la 
dii'ectiun dans laquelle on sort du volume T considéré. 

21. — (^omme application des considérations précédentes, 
prenons pour volume T le volume compris entre une sphère S \ 
de rayon u et une sphère S' concentrique ù lu précédente et de 
rayon p >a. 

écrivons la formule de Green tluns ce cas : 

L'intégrale du deuxième meml>re est étendue à chacune des 
deux sphères S et S' ; mais— j — est, d'après ce que tiinis avons 
dit, la dérivée suivant la normale extérieure il S' et la dérivée 
suivaut la normule intérieure ii S. Ai nous prenons ces dérivées 
suivant les normales extérieures, dans les deux cas nous écrirons : 



./ 



dv , ,' ,, dV , r .. dv 

-j— d<.) = ( u -j— dw — I l -j— 

(In .',s'| dn ils, un 



la première intégrale du deuxième mcmbr 
surface S' et la deuxième ii lu surface S, 
Supposons que, si p augmente indéfuiini 

dV 



.■g:M,t (1) 
' .' ^^ '^x i^x .'i:, dn 



tende vers /.éro. Alors l'égalilé (1) se réduir 
I .H' OV 
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(blette circonstance se présente quand les fonctions U etV sont 
des potentiels dus, le premier ii une masse M, Tautre h une masse 
M', répandues dans des volumes, sur des surfaces ou des lignes, 
mais contenues Tune et Tautre h l'intérieur de S. 

Montrons, en effet, que, dans ce cas. 



L 



L -j — ddi, 

c^7si an 



tend vers zéro. 

Pour cela, considérons la masse attirante totale M qui donne 
lieu au potentiel U; dans cette masse totale, il peut y avoir des 
masses positives et des masses négatives; appelons M, la somme 
des premières et — M, la somme des secondes ; on a : 

M = M, — M,. 

Séparons, de même, dans la masse totale M' qui correspond à V, 
les masses positives des négatives : 

M'=M', — MV 
Soit, maintenant, P un point de la sphère S'; on a en ce point : 



U 

dV 
dn 



< 



< 



M, + M, 

p — a 



d'où : 



U 



dV 
du 



< 



et, par. suite, 



1/ 



V — i — doj 
du 



< 



(P — a)' 



(M'. + m;) (M. + M.) 

: r= ^ 7wO . 






dV 



/dV 
U -j— dw tend ver; 

zéro quand p augmente indériniment. 



22. Poljrnomes de Legendre. 
masses attirantes quelconques. 



Soit V un potentiel dû à des 



44 THÉORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN 

Je suppose rorigine des coordonnées extérieure à ces masses ; 
on peut donc tracer, autour de l'origine prise comme centre, une 
sphère ^ tout entière extérieure aux masses agissantes. Nous 
nous proposons de démontrer la proposition suivante : 

En tout point situé à V intérieur de la sphère 2, la fonction V 
est dé^eloppable en série de polynômes homogènes en x, y y z. 

Cette démonstration repose sur le développement de l'expres- 
sion 

1 



A = 



yji — 2pcos Y-|- p'^ 



suivant les puissances croissantes de p. Commençons donc par 
effectuer ce développement. 
Il sera de la forme : 

(1) A = SP„p». 

Or, on a : 

1 — 2 p cos Y -f- p* = ( 1 — pe»T ) ( 1 _ pe- iï ) , 

d'où : 

A == (1 — pe»T) ^ (1 — pe- 't) « . 

De plus on a, si | p ( est inférieur à 1 : 

(^^ (i-pr^=i+4-? + 4xp'+ 

1.3....f2n— 1> 



^ ^ 0° 



2.4.... 2n 



Tous les coeflicients de ce développement sont réels et posi- 
tifs. On a en outre : 

M .N--Î- 1.1 . . 1.3....(2n— 1) . 

(l_pe^r) *=:1+ peiT+ H -> /. 9„ ?°'^+ 

(i-pe-'r)-T_i+i.pc-'T+ + ^-^;^;;;^Yi^^^ ?-"'M- 

Ces développements résultent du développement (2), car, si |p { 
est égal h 1, I pe*^ | est aussi égal à 1. De plus, ces trois séries 
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sont absolument convergentes ; on peut multiplier les deux der- 
nières membre a membre et écrire 



(1 — 2 p cos y + p*) * = > apa„e'T(°-Pl p°+p» 



en posant 

(3) 



1-3 (2p-l) 

2.4 2p 



Comparons les formules (1) et (3); ou en tire : 



n-fp 



= ya„ape»ï^-P) 



le signe 2 portant sur Tensemble des termes pour lesquels la 
somme n + p a la même valeur. 

Les a étant réels et positifs, le maximum de P„+p a lieu 
pour Y = ; on en conclut : 



n+p 



- \^»^P- 



Or faisons y = dans l'expression de A ; il vient : 



A = 



1-p 



= l + p + p* + p»+ + p"+. 



On a donc : 



Vanap= Il 



le signe S portant comme plus haut sur l'ensemble des termes 
tels que n -h p = C^. Bref on a : 



^1, 



l'égalité ayant lieu pour y = 0. 

Cela posé, supposons p > ; la série 



S^-?"' 



Î6 
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est convergente pour | p | < |. Calculons rerreur commiscquand 
on arrête le développement au (n + 1)® terme ; posons : 



A = P,+ P,p + P,p*+ + P„P" + R„; 

l'erreur cherchée est moindre que |R,| ; or : 

|R. |<p"'' + ?"^'+ 

c'est-à-dire : 



R. 



< 



P 



n+l 



1-p- 



Les coeilicients P sont des polynômes entiers en cosy; leur 
degré est égal h leur indice ; P^ est de degré n. Ces polynômes 
sont connus sous le nom de polynômes de Legendre, 

Les polynômes de Legendre sont alternativement pairs et 
impairs en cosv. Pour le voir, il suffit de changer, dans A, yen 
71 et p en — p ; A ne change pas et, par suite, un terme 



i 




Fig. 19. 



quelconque P„p° de la série reste le même; donc P^ ne doit pas 
changer de signe et, par conséquent, doit être pair, si n est pair; 
il doit, au contraire, changer de signe, et par suite, être impair 
on cos v, si n est impair. 

23. Développement du potentiel ne^wtonien en série de poly- 
nômes sphériques. — Les considérations qui précèdent vont trou- 
ver leur application dans Tétude du potentiel newtonien. 
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Soit T un volume attirant el O l'origine des coordonnées, sup- 
posée extérieure à ce volume ; on peut tracer une sphère ayant 
le point O pour centre et tout entière extérieure h T (fig. 19). 

Soient, en outre, P un point attirant quelconque du volume T 
et M un point situé à l'intérieur de la sphère. Appelons x, y, z 
les coordonnées rectilignes et p,6,'f les coordonnées polaires de M ; 
x', y', z' et p', H\ r^' les coordonnées rectilignes et les coordon- 
nées polaires de P ; enfin r la distance MP et y l'angle MOP. On 
a les relations suivantes : 

r* = (x'— xi^ -h ; v'— v/+ ;>/ — z^^= p'^ — 2 pp' cos v + p% 

COS V = cos cos ^'+ sin h sin ^' cos f'-» — '-s'', 

f = X* -H y* + z*, 

.o'^=:x'^ + y'^+z^ 

pp' COS y = xx'+ vv'+ zz^ 

Le potentiel newtonien V en M a pour expression : 

l'cIt' 



J r 



c'est une fonction des coordonnées p, et '^ de M ; proposons- 
nous de développer cette fonction suivant les puissances crois- 
santes de p ; on a : 

l _J_ 1 1 

— = . P — i po cos ^'H-p ; * = — r . — , 

Reportons-nous au développement du paragraphe précédent ; 
on peut' écrire : 

et Ton a : 

n+l 



R. 



<^- 



. (f) 



? 



'-(f) 
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c'est-à-dîre : 



R. <A? 



(f-)- 



P— ? 

Si a désigne le rayon de la sphère, on peut toujours construire 
une autre sphère de rayon sa, e étant < 1, telle que le point M 
soit à son intérieur. On aura : 



p < ea < a < p' 



et, par suite, 



R. 



^n+t 



< 



(l-s)a 



On voit que R^ tend vers quand n augmente indéfiniment 
quelles que soient les positions du point P à l'intérieur du 
volume T et du point M h l'intérieur de la sphère de rayon ea. 
La série (1) est donc uniformément convergente dans ces con- 
ditions et Ton peut Tintégrer terme a terme. On a par suite : 



(2) 



'd-r' C [x'P.pdT' 



/-^ -/-^ -/ 



P 

|x'P.p-dT' 



1 

? 



+j P'-> 



Considérons P„p" ; c'est un polynôme entier homogène et de 
degré n en x, y, z. En effet, d'après ce que nous avons dit au 
paragraphe précédent, Pn est un polynôme entier et de degré n 
en cosy. 

Or on a 

xx' -\- \\' + zz' 
cos Y = " 



XX 



vy' 



zz 



p? 



pVx«+y'-hz* ' 



de plus, P,p est pair en cos y et P,p + 1 est impair; P^p est donc 
entier et de degré n par rapport à 



(xx' -|- vv' + zz'; 



rt 



.2 



»i 



x^ -h y* + z 



et p'P Pjp est entier, homogène et de degré p par rapport à 
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(xx' + yy' 4- zz')* et x^ + y^ + z^ et, par suite, entier, homogène 
et de degré 2p par rapport à x, y, z. Quant à P,p + i, il est entier 
et de degré 2 p + 1 pj^r rapport à : 



xx' + y y' + zz' 



il est donc égal au produit de cette expression par un polynôme 
entier et de degré p par rapport à 

fxx'+vv'+zz'V^ 
x'-hy^ + z'' 

enfin le produit P,p + t p^"^* ne contient plus de radical et est 
homogène et de degré 2p + 1 en x, y, z. Bref, quelle que soit 
la parité de n, Pnp'est un polynôme entier, homogène et de 
degré n en x, y, z. 

Si Ton considère alors le terme général de la série (2) 

T„o" 






on voit que ce terme est aussi un polynôme entier en x, y, z, 
homogène et de degré n. 

On démontre en outre que ces polynômes X^ satisfont ii Téqua- 
tion de Laplace 

Ce sont des polynômes sphèriques, car on appelle, en général, 
de ce nom des polynômes homogènes en x, y, z satisfaisant à 
l'équation de Laplace. Le potentiel V est ainsi développé en 
série de la forme 

v=x,+x.+ + x„+ 



Donc le potentiel newton^en est déi^eloppahle en série de polt/~ 
nomes sphériques autour de V origine^ quand r origine est exté- 
rieure aux masses agissantes. 

Dans ce développement, les termes de même degré sont grou- 
pés ensemble; si Ton essayait de les grouper autrement, la série 
pourrait cesser d*ètre convergente. 

C'est là un fait général pour les séries qui ne sont pas absolu- 
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ment convergentes ; on ne peut pas modifier arbitrairement 
Tordre des termes. Kn voici un exemple simple; la série sui- 
vante de polynômes homogènes : 

l + (x + iy; + ^ + iy;2+ + (x + iy)- +....., 

où Ton suppose 

I x+iy I <1, 

est convergente et a pour somme 

1 



l-(x+iy) 



en la considérant comme développée h la fois suivant les puis- 
sances de x et de v. 

Elle n'est pas absolument convergente, dans tous les cas où elle 
converge. Groupons, en effet, les termes dans un autre ordre; 
par exemple, effectuons les puissances indiquées et séparons 
les ter.mes; considérons le terme 

2n! 






\ %■ 



^ * n ! n ! • 



Quand n augmente indéfiniment, la valeur asymptotique du 
module de ce terme est : 



(2n?°. e-'" .v/47:n 



. x"y°, 



n*" . e 



ou, en supposant x:^=y: 

i 2 X »" 



Vîîn 
ce terme ne peut tendre vers zéro que si Ton a : 



X 



1 



Si donc le module de x est supérieur ii ^, le nouveau déve- 
loppement est certainement divergent, alors que le premier est 
encore convergent pour toutes les valeurs de x inférieures 

, \/"2 
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Une pareille circonstance ne se présente pas pour les séries 
il termes positifs. 

24. Développement du potentiel ne^wtonien suivant les puissances 
entières de x, 7,2. — Revenons au potentiel. Nous avons démon- 
tré que le potentiel ïiewtonien est développable en série de poly- 
nômes sphériques autour de l'origine, quand celle-ci est exté- 
rieure aux masses agissantes. Montrons maintenant que, dans la 
même hypothèse, la fonction V est holomorphe au voisinage de 
l'origine, c'est-à-dire que, dans une sphère assez petite ayant 
pour centre Torigine, elle est développable en série de la forme 

y Ax"'y"zP, 

m,n,p étant des nombres entiers positifs pouvant prendre toutes 
les valeurs entières de zéro à Tinfini. 
Pour le voir, rappelons que Ton a : 

!•- z^zrr p=^ — 2 00' cos y -|- p'^ 

= x* + V^ + z' — ■2xx' + 2vv' + 2zz': + x'' + v'^ + z'- 

et posons : 

2 xx' -|- 2 vv' + 2 zz' — X* — y' — z* 



X-- 



?" 



On a, en comparant r' et X : 

d'oii : • 

l l l 



r q , 



^ 1 — X:* 



Développons (1 — X) t\ on a : 

(l-X)"-ï-=a, + i.,X + i.,X^+ + a„X"+ 

et, par conséquent, 

l) — = a„H-a,X + a,X^+ + a„X"+ 



» / 



Dans celte série, les coellîcients a sont tous>0. 
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Développons maîntenant X en série entière ; nous sommes 
ainsi conduits, en transformant la relation (1), a représenter - par 
une série de la forme 

et à représenter V par la série suivante : 

Ce développement est-il convergent et représente-t-il bien la 
fonction V? Nous allons le démontrer en prouvant que ce déve- 
loppement 

(a) "y x'-yV.P TAjjL'dT', 

est une série absolument et uniformément convergente. 
A cet effet, posons : 

y 2 x,p' + 2 y,p' + 2 7.,^' + X,' + Vq' + z»' 

■J 
I 

en appelant y^^yj-Q les modules de x,y et z, et considérons le 
développement suivant 

(3) -r{i — \)~ T = a, + a,X, + + a.X," + 



P 



Etudions la série 



(") y 



A \"'v"zP 



Comparons d'abord les coedîcients A^ aux coefficients corres- 
pondants A. 

Tous les coefficients Xq sont positifs ; tous les a le sont aussi ; 
donc tous les termes du développement (3) sont positifs, et par 
suite, les A^ le sont également. Considérons, en outre, deux puis- 
sances égales de X et \ : X'^ et X^*^ ; chaque terme de X^*^ est plus 
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petit en module que le terme correspondant de X^'^ ; on en con- 
clut rinégalîté suivante : 

\> I A I . 

Cela posé, reprenons la série (b); dans quel cas converge-t-elle? 
Elle convergera, si Ton a : 

x„<i, 

comme on le voit en se reportant aux égalités (3). 

Pour que X^ soit plus petit que 1, il suflît que Ton ait : 



(4) 2 p'(x„ + y, + z„) + f < ?' 

or on a : 

x„' + y«^ + z: = ?*, 

on a donc aussi : 

I Xo + yo + ^'-o I <?^'^^ 
et la condition (4) sera remplie si Ton a : 

2?'?V:r+?*<p's 



ou bien 



c'est-k-dire 



c'est-h-dire enfin 



(pV?V3/<4?'S 



p<?V2_v/3), 
et, a fortiori, si Ton a : 

?<a(2-v':T), 

a désignant comme au paragraphe précédent le rayon d'une 
sphère fixe, ayant Torigine pour centre, tracée de manière à lais- 
ser à son extérieur toutes les masses agissantes, enfin contenant 
le point M où Ton étudie le développement du potentiel. 

Supposons donc cette condition remplie; alors X^, est inférieur 
à 1; la série (b) converge. Considérons maintenant la série sui- 
vante (c) 



î.j TIIEOHIE DV POrKSTIEL .\E IITO.\IE.\ 

OÙ |x„ désigne un nombre positif supérieur ii |jJi|; cette série I 
converge comme la série (It). Knfin comparons notre série (c) il I 
la série éludiée (a). Tous les termes de;»' sont inférieurs en module i 
il ceux de (c); or (c) est une série il termes positifs et elle converge; 
donc (il) est absolument convergente. 

I.a relation (2) est donc justifiée. 

Ainsi le potentiel neH'tonien est dévcloppable autour de l'ori-" 
giiie en série entître procédaul suivant les puissances de x, v, z. 

On peut effectuer, de même, le développement au voisinage 1 
d'un point quelconque (x„ y„ z,,) extérieur aux masses; le déve- 
loppement pioeédc alors suivant les puissances de x — - Xg, 
y — y„,z — z„. 

On peut donc énoncer en général le lliéoiôme suivant : eiii 
voisinage d'un point [.(■„, i/^, :J cj'tt'i'ienr aii.r musses nffissa/ilett, 
le polenliel nen-tonieit eut une fonvlton liolomorpite, c'eKl-à-dirfi 1 
dèveloppable en série eii/ière pincèilonl suivant les puissante» •! 
croissantes île .v — x^, y — y^, z — z-^. 

La démonstration n'a été faite que pour un volume attirant; \ 
elle s'applique évidemmeul sans modification au cas d'une dis- j 
tnliutiori quelL'onque de niasses. 



25. Autre développement en série du potentiel newtonien. — 
Considérons muinteniint (fig. 20 un volume attirant T et un J 
point M extérieur à ce volume, situé de telle sorte qu'un puisse J 
tracer une sphère S contenant le volume T tout entier, mais lais- 1 
sant le poîut M îi son extérieur. 

Prenons le centre O de cette sphêif romme origine des cm 
données. 

Si p,?',"' et r ont les mêmes signiiicatinns que préeédemine 



1 



-7['-4 



(f)T 



AUTRE DKVELOPPKMEST ES SERIE 



deuxième sphère S', concentrique à S, dont le rayon sa est plus 
grand que le rayon a de £ et qui laisse le point M à son exté- 
rieur ; on a donc : 

p>sa>a>p' et £>1 
Raisonnons comme au Ji 23, on voit que 






1 



.. . < 

?— ? 



£»+■ a'e — 1) 



\ ? 



ce qui montre que la série : 



1 p' 

r 



/n 



? 






est uniformément convergente pour toute valeur de p' correspon- 
dant à un élément de volume quelconque dT' de T. 




lY 
Fig. 2o. 



On peut, par conséquent, intégrer terme à ternie et écrire 
[x'dT' /•P.o'îx'd-:' 



'•=/ 



p 



v^ 






^.•»*1 



les intégrales étant étendues au volume T. 
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Considérons le terme général de cette série 

on peut l'écrire : 

i r Y 



0^ 



PnP° est un polynôme homogène de degré n par rapport aux 
coordonnées x, y, z du point M ; il en est donc de même de Y^. 
Le développement de V prend la forme : 

Y„ Y 



v=-?-+-4f + 



0^ ' ' o'""'» 



Si Ton remarque que Ton a 

AV = 0, 
on démontre sans peine que Ton a 






et ensuite 

AY. = 0. 



n 



Les polynômes homogènes Y^ sont donc des polynômes sphé 
riques. 

Tout ce qui précède est vrai d'un point M quelconque exté- 
rieur à la sphère S'; si le point M s'éloigne indéfiniment, on voit 
que la valeur asymptotique de V est 



? ' 



comme nous savons d'autre part que cette valeur asymptotique 
est —, M désignant la masse attirante totale, on conclut 



? 



Y, = M. 



26. Développements analogues pour le potentiel logarithmique. 
— On peut obtenir des développements analogues pour le poten- 
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tiel lognrithmique dans le plan. Soit ((ig. 21) une suriace plane 
attirante S, P un de ses points et O l'origine des coordonnées 
supposée extérieure a S. On peut tracer un cercle C ayant le 
point O comme centre et tout entier extérieur k Taire attirante S. 




Fig. ai. 

Soit, en outre, M un point attiré situé à l'intérieur du cercle C, 
X, y ses coordonnées et x', y' celles du point P. Appelons p, p', r 
les distances OM, OP et MP. Posons : 

x + iy = z, 

x' + iv' = z'; 



on a : 



p'=U'l, 

r = \z' — z I . 

Soit [x' la densité de la matière attirante au point P; la valeur V 
du potentiel logarithmique en M est : 



= i\'Ao 



g 



iLdw'. 



doi' désignant l'élément infinitésimal de l'aire S et l'intégrale 
double étant étendue à Taire S tout entière. La valeur de V n'est 
autre que la partie réelle de l'intégrale. 



^^•=^''««7?ir^"' 



58 THÉORIE DU POTENTIEL NEWTONIE.y 

Or, il est facile de développer W suivant les puissances crois- 
santes de z : appelons a le rayon du cercle C ; puisque le point M 
est intérieur à ce cercle, on peut tracer une deuxième circonfé- 
rence C, concentrique a la première, dont le rayon sa est plus 
petit que le rayon a de C et telle que le point M soit à son inté- 
rieur. On a donc : 

(1) p<£a<a<p' et £<1; 

on a d'ailleurs 

Oi', d'npi'ès les inégalités (1), on a 



'2; 



z 

"T 



Z 



sa , 

< — <1; 

a 



on peut, par conséquent, développer log( 1 — -Vjen série entière 



et écrire : 






dette série est uniformément convergente pour tout point P 
de Taire S, car, pour un quelconque de ces points, les inégalités (1) 
et (2) sont satisfaites ; on peut donc intégrer cette série terme à 
terme et écrire 



^: 



w = fjx' I«g ^ do,' -^z-jA.ja'tho', 



les intégrales doubles étant étendues a Taire S. ^V est ainsi 
développé en série entière ; on en conclut sans peine le dévelop- 
pement de V en série de polynômes homogènes. On a, en effet : 



i 



(•) désignant Targument de z. On peut donc poser en outre : 

JVA.cU.)'-^H„e""; 
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la partie réelle de | [jlA„ z" cUo' est donc : 

R„p"cos>o + 6„;; 

c'est un polynôme homogène et entier en x et y, et, si Ton remar- 
que que V est égal à la somme de la série des parties réelles du 
développement de W, on voit que V se trouve développé en série 
de polynômes homogènes ; ils satisfont évidemment a Téquation 
de Laplace. 

27. Considérons maintenant (fig. 22) un point M suffisamment 
éloigné de Torigine O pour que Ton puisse tracer, autour de O 




Fig", •x'À. 

comme centre, une circonférence C contenant Taire S à son 
intérieur et laissant le point M à son extérieur. On peut alors 
développer le potentiel logarithmique V en M suivant les puis- 
sances de — : il suffit, pour le voir, de faire un raisonnement 

semblable a celui du § 26. Du point comme centre, on peut 
décrire une circonférence C dont le rayon sa soit plus grand que 
le rayon a du cercle (^ et qui laisse le point M à son extérieur: 
on a, dans ce cas, 

p > sa > a > o' et s > l . 
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Reprenons Texpression de W : 



on a : 



et, comme on a 

y/ 

<1, 



z 



quel que soit le point P choisi dans S, on peut développer 

en série entière procédant suivant les puissances 
1 



,og(. - ^) 



croissantes de- 

z 



i«g(i-4)=S^"=^"" 



et cette série est uniformément convergente ; on peut donc 
écrire : 

( 1) w = flog — î^ ix'dcu' +^z-°J(- A,) fx'dto' 

les intégrales doubles étant étendues h Taire S. En prenant les 

parties réelles des différents termes, on voit que la série du 

second membre de l'expression (1^ donne lieu pour V à un déve- 

1 
loppcment procédant suivant les puissances croissantes de ■ — ; 



? 



ce développement est précédé, dans Texpression de V, par la par- 
tie réelle de l'intégrale : 



/ 



log ^ [x'dw' = log. — î^ M, 



M désignant la masse attirante totale; cette partie réelle est : 



M loiT -« . 
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Le développement de V est donc de la forme : 



n— eo 



V =y*M l„g_^ +^R,.p-cos (no> — e„) 



? 
en posant : 



y'(-A„)[A'dco'=R„e'»% 



et 



z = pe*"- 



Remarquons que l'expression : 

p~°cos(nw — On), 
peut s'écrire : 

p-»-.f-cos(nta-e.)=A., 

Xn étant un polynôme entier, homogène, de degré n en x et y, 
satisfaisant, en outre, à Téquation de Laplace. 
Finalement on a : 



V = M log ^+S 



n=ao 



? ^ 5 



n=l 



2n • 



On voit immédiatement, sous cette forme, que l'expression de V 
ne contient pas de terme indépendant d'x et d'y; en outre, lors- 
que le point M s'éloigne à l'infini, le potentiel V a pour valeur 
asymptotique 

M log ^, 
résultat que nous connaissions déjà (§ 8). 



CIIAPITRK II 

POTENTIEL EN UN POINT INTÉRIEUR AUX MASSES AGISSANTES 

FORMULE DE POISSON 



28. Convergence des intégrales. — Application au potentiel. — 
Jusqu'ici nous avons étudié le potentiel en des points extérieurs 
iiux masses attirantes; nous allons maintenant étudier ce qui se 
passe quand le point attiré est situé au sein môme de ces masses. 
Cette étude repose sur la considération d'intégrales portant sur 
des fonctions qui deviennent infinies pour un point du champ 
d'intégration; commençons donc par établir les propriétés de 
ces intégrales. 

V Intégrales simples. — Considérons l'intégrale définie 



/ f 'x"!' dx, a < 1). 

Si la fonction f(x) devient infinie pour x --=^ a, la définition 
ordinaire de l'intégrale ne s'applique plus et Tintégrale n'a plus 
de sens; pour lui en donner un, on modifie la définition. On 
considère l'intégrale 



/ f ;^x ) dx; 



la définition ordinaire s'y applique ; soit Ji sa valeur; si Jj tend 
vers une limite J quand s tend vers 0, l'intégrale est dite con^ 
i'crgenfe et Ton représente cette limite .1 par la notation 



/ f (x' dx. 



Si, au contraire, Ji augmente indéfiniment ou n'a pas de limite. 
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quand t tend vers 0, l'intégrale est dite diverf^ente et le sym- 
bole 



r 

t'a 



f (x) dx 



n a aucun sens. 

Voici des exemples de ces deux cas. Si Ton peut trouver un 
nombre a< 1 tel que Ton ait 



f(x} 



< 



1 






la limite J existe et Tintégrale est convergente. Si, au contraire, 
on peut trouver un nombre ^ > 1 tel que 



1 ^A^ 



> 



1 



fx tX^ * 



J, augmente indéfiniment et l'intégrale est divergente. 

2® Intégrales doubles, — Soit une aire plane S (fig. 23), limitée 
par une courbe fermée C, et une fonction f (x, y) devenant infi- 




Fig. 'Ai. 

nie en un point de l'aire S, mais restant continue en tous les 
autres points de l'aire. 
L'intégrale double 



/ / f>.y;cito, 



étendue à tous les éléments doj de l'aire S, ne rentre pas dans la 
définition ordinaire et n'a aucun sens par elle-même. Pour lui 
en donner un, entourons le point O d'une petite courbe fer- 
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mée C; appelons S' Taire enfermée par la courbe CVet S'' Taire 
comprise entre les courbes C et C ; Tintégrale 



Jr'=/ / f(x, y)do>, 

J c/(S") 



étendue à Taire S'', a un sens et sa valeur varie quand la courbe 
C change de grandeur et de forme. Supposons que Je' ait une 
limite J quand la courbe C, diminuant d'étendue dans tous les 
sens, vient s'évanouir au point 0; on prend cette limite pour 

définition de Tintégrale I 1 f (x, y) do>; on dit alors que Tin- 
tégrale Je» est convergente. 

Dans le cas contraire où J^. n'a pas de limite finie, Tintégrale 

Jg. est dite divergente et Tintégrale 1 I n'a aucun sens. 

29. Dans quels cas Tintégrale Je- est-elle convergente? En 

voici un. Posons 

* OM = r, 

et admettons que Ton ait en tout point de Taire S : 

M 



f\ v^ 



< 



a<2, 



on peut alors affirmer que J^. est convergente. Pour le voir, sup- 




posons d'abord la fonction f (x, y) positive en tout point de S. 
Traçons, autour du point O (fig. 24) comme centre, deux cercles, 
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Tun Cq, de rayon r^, que nous laisserons fixe ; l'autre plus petit C 
dont nous ferons tendre le rayon r'^ vers zéro. Enfin, pour sim- 
plifier le langage, désignons par les symboles 



/£..' IL' IL 



les intégrales étendues aux aires comprises respectivement entre 
les courbes : C et Cq, C et C, Cq et C L'intégrale 



J Je—c" 



a un sene; elle est > o et augmente quand r'' diminue. On a, de 
plus, 

et, par suite, 

ff f(x,y)dco<rr ^dco+rr -v^^^ 

la première intégrale du second membre reste fixe ; quant h la 
deuxième, elle a pour valeur : 



«/ «/c.-c 



M , „ Ml-'-' ., Mr"« 



_-- r* 2 — a 2 — ra 

et on voit que, si a est inférieur à 2, elle tend vers une limite 
finie quand r'' tend vers zéro. 

L'intégrale du premier membre II f (x, y) dto, qui reste 

toujours inférieure à cette limite et va sans cesse en augmentant 
quand r^' diminue, a donc aussi une limite. 

Le résultat n'est pas changé, si Ton remplace la circonfé- 
rence C" par une courbe C de forme quelconque entourant le 
point et venant s'évanouir en ce point; on le voit facilement en 
traçant, autour de pris comme centre, deux circonférences C[' 
et Ci comprenant entre elles la courbe C et venant s'évanouir 
en O en même temps que celle-ci. 

Supposons maintenant que la fonction f ait un signe quel- 

POiifCARÉ. Potent. Newl. 5 
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conque; les conclusions précédentes s'y appliquent encore. 

Posons, en effet, 

f = f f 

en convenant que Ton a : 

f, =f et f, = 0, 
en tous les points où f est > 0, et : 

\\ = et i\ = — i 

en tous les points où f est < 0. 

On peut appliquer à f, et f, le raisonnement précédent ; les 
deux intégrales : 

Jj = / r f, (x, y^dw et J, = / / f,(x,y)dw, 
sont toutes deux convergentes ; leur différence, 

Test donc aussi et la proposition énoncée plus haut se trouve 
entièrement démontrée. 

On peut aller un peu plus loin * j ) . | f (x, y) | dco est conver- 
gente, car elle est égale à J, + J,. Pour cette raison, l'intégrale J 
est AiiQ absolument cotH'crgcntc. Remarquons enfin que les limites 
(le ces quatre intégrales sont indépendantes de la suite des 
formes que prend le contour C/ lorsqu'il vient s'évanouir au 
point 0. 

Tous ces résultats s'appliquent au potentiel d'une surface 
attirante, quand le point attiré est intérieur aux masses agis- 
santes. Ce potentiel a pour expression : 



v./-/^d,„.. 



La fonction f (x, yj du raisonnement précédent est ici— ; elle 

satisfait donc aux conditions suflisantcs de convergence indi- 
quées dans l'énoncé et l'intégrale V a un sens bien défini en 
tout point de la surface attirante. 



INTEGHALES TRIPLES 



6; 



30. Intégrales triples, — On définit la convergence, dans le cas 
des intégrales triples, comme dans celui des intégrales doubles. 
Soit S une surface fermée limitant un volume V; soit F (x, y, z) 
une fonction devenant infinie en un point du volume V, mais 
restant continue en tous les autres points ; pour donner un sens 
h rintégrale triple 

on entoure le point O d'une surface fermée S' et Ton considère 
l'intégrale 

étendue au volume V compris entre les deux surfaces S et S^ 
Si J' a une limite quand S' vient s'évanouir au point O, on dit 
que cette intégrale est convergente et cette limite est prise pour 
définition de J. Dans le cas contraire, J' est dite divergente et 
l'intégrale J n'a aucun sens. 

On peut affirmer la convergence de J\ lorsque Ton peut trou- 
ver deux nombres positifs, l'un M, fixe, et l'autre a< 3, tels que 
Ton ait en tout point du volume V : 



F (x, y, z) 



< 



M 



r désignant la distance du point O à un point quelconque x, y, z 
du volume. L'intégrale J' est en outre absolument convergente, 
car l'intégrale 



/Y/" 



F x,v,z^ 



dT, 



converge aussi; la limite de J' est alors indépendante de la suc- 
cession des formes que prend la surface S' et la valeur de J est 
bien déterminée. Un exemple de ce cas de convergence est 
fourni par le potentiel newtonien d'un volume attirant, quand le 
point attiré est à l'intérieur des masses agissantes. Ce potentiel, 
est, en effet, représenté par l'intégrale triple 



/ 



l'ck' 
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la fonction sous le signe | satisfaisant aux conditions énoncées ; 

cela suppose toutefois que la densité [jl' reste finie. 

Les composantes de l'attraction, elles-mêmes, sont données 
par des intégrales absolument convergentes. Soit, en efTet, ^^ une 
limite supérieure de la densité; on a : 

li^'l<[^o; 

l'une des composantes, par exemple celle qui est parallèle à Ox, 
a pour expression : 



Or on a : 






• 


x' — X < r. 


et, par conséquent. 






}X'(X'-X) 

r'' 





X est donc absolument convergente. 

31. Intégrales d'ordre quelconque. — Soit n l'ordre de l'inté- 
grale ; quand n est supérieur à 3, on ne peut plus se servir de la 
représentation géométrique, mais le mode de raisonnement reste 
le même. 

Soit F(x,, x,,...,x„), une fonction de n variables et considérons 
l'intégrale d'ordre n : 

J == I Fdxj dx^ dxj dxn, 

étendue par exemple à un champ défini par l'inégalité 

^(xpX„ x„)<0. 

Supposons que F devienne infinie pour un point O du champ, 
dont nous pourrons supposer les n coordonnées égales à zéro 
sans restreindre la généralité. 

Posons 

r' = x.^ + x,- + + x„^ 
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Appelons J' rîniêgrjile / F(I.\jcl\, ilx„ i-leiidue jiii champ dô- 

lini par les inégalités : 

*<0, 
r>p>(>. 

L'intégrale J' a un sens si nous supposons la fonction F con- 
tinue en tout point du champ pi-imitif autre que le point O. Si, 
quand p tend vers zéro. S'a une limite, cette limite définit J; sinon, 
J n'a aucun sens ; dans le premier cas. il y a convergence et, tlans 
le second, divergence. On peut alïirnier lu convergence dans le 
cas où l'on a en tout point du cliamji primitif: 



H<^, 



a<n 



32- Intégrales absolument conTârg^entes et intégrales semi-c 
vergentes. — Exemples. — Revenons aux inlégrales de ligne 



7>mi 

J=JFd,, 

une intégrale simple, double nu triple suivant que dt désigne un 
élément de ligne, de surfuce ou de volume. Supposons que la 
fonction F devienne infinie ou discontinue en un point du 
champ d'intégration et qu'on ait démontré la convergence de 
l'intégrale J. On dit que celte intégrale est nbsolrtmenl vanver- 
genle, si rintégriilc 

j-|i-lu., 

éleiulue au mi^nie champ, est elle-même convergente; dans le 
cas contraire, l'intégrale J est dite scmi-iom'crffc/ite. Nous avons 
donné (29 et 30) des exemples d'întêgrnles absolument conver- 
gentes. Voici maintenant des exemples d'intégrales semi-conver- 



!'■( 



Il£l< KXIlMPLE.- 



-Soil l'intégrale 




■o 
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Klle est convergente, car : 



1 






sinax 



dx = -^; 



elle est semî-convergente, car : 



,. r^ sin ax , 
uni. «, I clx = 



X 



Deuxième exemple. — Soit un cercle attirant limité par une 
circonférence C ; supposons la densité constante et égale à 1 ; 
propgsons-nous de calculer l'attraction au centre O (fig. aS). 




Fi g. aj. 

Prenons pour origine ce point et, pour axes de coordonnées, 
deux droites rectangulaires Ox', Oy'. L'une des composantes de 
l'attraction, X par exemple, a pour expression au centre : 



. =/^ d.'. 



Cette intégrale est convergente. 

En effet, entourons le centre d'un cercle ÇJ concentrique au 
premier et considérons l'intégrale : 






étendue à la couronne comprise entre les deux circonférences. 
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Appelons : le rayon de C, p celui de C (?t passons en Poordoiinôes 
polaires ; on u : 

J, = l'Vos fJdl f'^ = >i.i -2 7:— siii U U.g -f = 11. 

Ainsi J^, est cons tint) ment nulle, fia limiteeslO, quand: tend vprs 
zéro. L'intégrale X est donc convergente. 

Montrons qu'elle est semi-roiivergente, c'est-ii-diie (jnr l'intô- 
(îrale 



/•.i^ 



-W. 



ne converge piis. 

Cette intégral.', étendue 1. t.iul le cercle, est cgide iiu di.ulde df 
Fintégrule 

,/>■"■•■• 

étendue au demi-cercle BCAB. 

Cnlculons donc celle-ci ; si elle a un sens, elle est la limite de 
la portion correspondujite de J,. relative ii la demi-cou ronn<^ 
BCAEFUB. Or, celle-ci est égale à : 



quantité qui itugmeiite indéfiniment quand £ tend vers zéro. L'in- 
tégrale X est donc semi-convergente. Ou peut démontrer déplus : 
étant convergente, elle a une limite quand on entoure le point 
d'une courlie C, puisqu'on calcule l'intégrale relative à l'espace 
compris entre les deux courbes, et enfin qu'on l'ail évanouir C 
au point O ; mais, étant semi-convergente, sa limite dépend de la 
courbe C et de la succession des formes que prend cette courbe 
avant de s'évanouir au point O. 

C'est ce que je vais montrer. 

Supposons d'abord que C soit une circonférence concentrique 
a C; la raison de symétrie, comme aussi le calcul fuit précédem- 
ment, montrent que l'attraction de la couronne au point est 
nulle. Etant nulle constamment, elle définit une limite nulle, 
quand C vient s'évanouir au point (.). 
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Par un auti'e procédé, uu contrnirc, un peuL définir une limite 
difFérente de zéro. Dans les raisonnemeuts fjui vont suivre, noa» 
nous appuieruns sur le lemmc suivant : 

Lemnb. — Deux surfaces attirantes homolhéliqiies S et S', telles 
/jne les /iensités en deux points correapondanls soient égales, 
c.ierceni lu im'iiie nllriiclion ou centre O d' hoinolhétie . 

Ce lemme est presque évident; 
!ii)icnt, en ellct, deux éléments oor- 
respondiints (lig. 2G) dw et d(o', r et 
r' leurs distances respectives au 
point : leurs altriiclions au point 




|iour <J 



l'dlO 



Ces deux attractions dirigées sui- 
vant lit même droite sont bien égales, 
puisqu'on vertu de l'iiomolliétie, on 



Cela posé, reprenons notre cercle (; et prenons comme courbe 
auxiliaire une autre circonférence C (fig. 27), uon concentrique 
à C, ayant son centre en uu point O' voisin de O. Menons la ligne 
des centres 00' ; cette droite c«upe nos deux circonférences inix 
points A, B pour la première et A', D' pour la see^mde. 

Supposons que, des deux points A' et H', le plus rapproché de O 
soit A'; décrivons alors, du point Oconime centre avec OA'cumme | 
rayon, une circonférence C,. 

Appelons p, p', Pi les rayons des circonférences C, (;' et ('.^, ' 
puis traçons une circonférence C^ tangente en A ii la proposée 
et telle que sou rayon p„ satisfasse à lu relation 



(1) 




lyTÉGHAtes CO?IVEIIGF.VTES El SEMI-COfiVERGEyTES, ^^ 

Alors les deux cercles Cj, et C sont homothétiques par rapport 
au point O et le rapport d'homolhétie est ■*-. D'autre piirt les 

Pi 

(l»*ux tiercles C et (^,, étnnt concentriques, «ni iiussi pour cenlre 
d'homotliétie le point O et mi^me rapport (l'homothétie que les 



dei 



cédents en vertu de In l'clatioii 'I). Il t 



■ultv 




s de linchiirc 



, l'une 



111 pr 



iesfirconrérenees CoCt C, l'autre entre les circonférences C cl (1,, 
sont homothétiques pur rapport nu point O. Si donc on suppose 
la première couverte de nmtiêre uttirante uvec une densité égale 
il 1 comme celle qui recouvre le cercle C, son attraction au point O 
sera la même que celle de la seconde. 

Nous exprimerons cette propriété par l'égalité 



A,^., --A,_ 



(2) 



désignant en général par C„, — ('„ la portion de plan comprise 
entre les courbes C„ et C., et par A,___, l'attraction que cette 
portion de plan exerce au point 0. 

Cela posé, ce qiie nous \ttuluns «dealer, c'est la limite vers 
laquelle tend A, _,, quand le cercle C vient s'évnnoiiirau point O. 

Or, ou u évideminenl : 



A,_,. = A,_ 



- -V . 
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ce qui se réduit à : 



A_. = — A,._e. 



'C— c 



(3) 



puisque A,. _^ est nulle, par raison de symétrie. Rapprochons les 
relations (2) et (3), nous aurons : 



Ac-c = — A- _, 



(4) 



Faisons alors évanouir le cercle C au point de manière que 
le rapport -i— reste constant, les deux termes de ce rapport ten- 

dant vers zéro. Kn vertu de la relation (1), le rapport—^ — reste 

aussi constant et, par conséquent, le cercle C^ reste invariable ; 
il en résulte que A^ _^ reste fixe. 

Ainsi, l'intégrale qu'il s'agit d'étudier, A^ _ e', reste constamment 
égale a une quantité fixe — A^ _,.; on peut donc écrire : 

lini. A . = — A._^. 



'C— c 



Montrons maintenant que A^..^ n'est pas nulle. Cela est presque 
évident. 




Figurons à part (fig. 27 (fis) les deux circonférences Co et C; 
traçons la droite MX perpendiculaire en O à la ligne des cen- 
tres. Knfin, décrivons une troisième circonférence C, égale à C© 
et tangente intérieurement en B à la circonférence C ; cette cir- 
conférence passe évidemment par les points M et N. L'aire atti- 



istéouales 



:o.vvERGi;yTES et semi-c 



XfKIlGE.yTEfi 



rimte Cj, — C est ainsi divisée en Jeux parties : l'une cumprise 
entre les trois circonférences C, C„ et C, ; l'autre comprise entre 
C,etCo ; elle est représentée, dans la figure, couverte de bachures. 
\m première partie a manifestement une action nulle au point 
par raison de symétrie ; quant îi la seconde, son action est diri- 
gée suivant hi ligne des centres et ne peut ^Ire nulle, car tous 
ses éléments, étant situés d'un même côté de M\, les projections 
sur AB de leurs acliona en O sont toutes de niAmc signe. 

Kn résumé. A, ^ , csl din'êrenic de zéro et. pur conséquent. 



..V_,^(). 



ctiue. 



l O 



0.1 voit 
nir l'attruction un pi 
par lesquelles on fait pussi 
l'attraction une limite nii 
Cette circonsUmce curacté 



irl>.' : 



dlla 



chn 



r ded- 



■elte cuurbe, ou peut obtenir pour 
ou une limite différente de zéro. 
les intégrales semi-convergeiites. 



Des considérations analogues pour 
d'une surface quelconque. On verrait 
composantes de riitlraclîun, en un p( 
sont données par des intégrales semi 

Au contraire, le potentiel d'une surface iittîninte, que nous 
allons étudier maintenant, va noua fournir un exemple d'inté- 
grale absolument convergente. 



aient être faites nu sujcl 
de la même façon, que les 
ut d'une surface atlil-ante, 
^^gentes. 



'Xi. AiTur. Exi-MF'i.E. — Potentiel d'une surface attirante quel- 
conque en im point de cette surface. — Soit S une surface ulli 
rante ; son potentiel eu un point M est donné par l'intégrale : 



Cl 



' [i'dm 



u', r, du' étant les notations connues. 

Supposons que le point Jl soit pris sur la surface S etle-mAme ; 
nous allons montrer que l'intégrale précédente garde un sens et 
est absolument convergente, si la densité |j.' reste finie en loul 
point et si la surface S admet, en M, un plan tangent unique. 

Menons ce plan tangent (fig. 28); prenons-le pour plan des xy 
et prenons le point M pour origine; soient P le centre de gravité 



7& 
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d'un élément dco' de S, P' sa projection sur le plan des xy, 'f 
Tangle de ce plan avec le plan tangent en P, enfin x', y', z' les 
coordonnées de P ; on a : 

dx'dV 



^2) 



V 



dco' = 



COS CD 



Cela posé, traçons sur S une courbe G entoui*ant le point M 
et soit Cy sa projection ; la courbe C partage S en deux zoncs^ 




Fi g, 28. 

s, et Sj, la preinièi^c. Sj, étant celle qui comprend le point M. 
Appelons Vj et V, les potentiels respectifs de Sj et S, ; on a : 

v=v. + v.. 

Vj a un sens au point M ; il suffit d'étudier V^; cette intégrale a 
pour expression : 

'do>' 






en vertu de (2), on peut Técrire : 



V, = r — i^dxMv' 

J Y COS '^ 



Celte dernière intégrale est étendue à une aire plane, à la portion 
du plan des xy comprise à l'intérieur de C. 

Or, on peut choisir la calotte S^ assez petite pour, qu'en chacun 
de ses points, on ait : 

1 



COS C5 



<a, 
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a désignant un nombre fixe; cela est possible, car, au point M, 
cos o est égal à 1 . 

Ecrivons alors la fonction sous le sifrne / , ' , de la 

" J r cos '^ 

manière suivante 

' cos :» r m 



r' r' 



en posant 

1 r' 



m'=[jL' 



cos C5 r 

et 

r'=MF. 



L'intégrale devient alors : 
(3) v.= r-^dx'dy'; 

m' peut être considéré comme une fonction de x', y', puisqu'il 
chaque point Pet, par suite, à chaque point P', est attachée une 
valeur de m' ; de plus, cette fonction est essentiellement limitée, 

car elle est égale au produit de trois autres qui sont limitées : 

1 . r' 

[jl' Test, par hypothèse, et , par construction, enfin — est 

inférieur à 1. L'intégrale (3) est alors le potentiel en M d'une 
portion du plan des xy, celle que limite C, sur laquelle la densité 
de la matière attirante est la fonction m'. Nous avons vu (29) 
qu'une pareille intégrale est absolument convergente. Le théo- 
rème général est donc démontré. 

Dans ce qui précède, nous avons supposé, pour plus de sim- 
plicité, que la surface S était pourvue d'un plan tangent bien 
déterminé en chacun des points qui avoisinent le point M. 
Cette hypothèse n'est pas toujours indispensable. 

Prenons, en effet, le cas d'un cône circulaire droit. Supposons 
que M soit le sommet de ce cône. Prenons pour plan des xy le 
plan perpendiculaire à l'axe du cône et effectuons les mêmes 

transformations que ci-dessus. On a encore facilement une limite 

r 
supérieure de |m'|. En effet, jx' est une quantité finie ; — est le 
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1 



a de l'nugle d'u 



IIP eénêratnce du n 



I pioje. 



^ du c 



4 de l'angle d'un plan tan- 



■esle l'-Kal ii l'i 
cos ip " 

geiit au tôiie avec le plan xy. On peut (lime reniire ifi le rnison- 
nemeiit Indiqué plus haut. 

I.u conclusion subsiste encore si le point M est un jioJnt sin- 
gulier de la surface S, lursque le eûne des tangentes en ce point 



réel du second ordre. 



1 loi 



■sque c 



est, par exi'inplo, un côii 

cône se réduit 'a uu système de deux plans réels dislincta. tlela s 

34- Analoffie avec les séries. - — Avant de poursuivre l'iipplic 
tion des priiicipes pi'écéilenls a l'étuili' tlu potentiel, laisons une 1 
remsirque. 

Lu théorie des inlégiales convergentes doil i^lre rapprochée de ' 
celle des séries. Les dénominations de cum-t-rgenle, n/jsoltiment , 
tonvergenle, iieini-co/ii-crf(fn/i', se délïuissenl pareillement dans 
les deux théories et les propriétés correspondantes sont compa- 
rables. Les deux théorèmes suivants mettent en évidence cette ] 
analogie étroite : 

1" Quand une série est absolument convergente, on peut modi- 
fier l'ordre des termes sans en changer la somme; 

2" Quand uue intégrale est absolument convergente, on peut 
choisir arbitrairement la courbe on la surface évanouissante qui 
entoure le point de discontinuité et la faire passer par une suc- 
cession quelconque de l'ormos. On peul aussi intervertir l'ordre 
des intégrations. 

Ce dernier point se démontre sans dirficulté. Soîl, par exemple, 
l'intégrale double 

J = p" x, y;dxdy, 

étendue à une aire plane S limitée par une courbe V.; suppo- 
sons que la l'onction f devienne infinie en un point M du champ 
d'inlégrution et, qu'en tout point de l'aire, on ait : 

I "■;*->■) I^TTi '''■^'' »<2. 

M étant un nombre positif fixe ; j'iiitégr.de est alors absolument 



A 
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Entourons le point M d'un cercle S de rayon p, ayant ce 
point pour centre. Le champ d'intégration est ainsi partagé en 
deux parties, S^ et Sj, S^, étant la portion du champ comprise à 
l'intérieur de 2. Appelons J,, et J, les valeurs de l'intégrale ci- 
dessus, quand on prend respectivement pour champs d'intégra- 
tion S^ et Sj. 

On a : 

Pour Jj, on peut intervertir l'ordre des intégrations, puisque la 
fonction reste finie dans le domaine S,. Voyons ce qui se passe 
pour J,,; on a : 

/\, dxdv 



et, par suite, 



J, 



< 



2ffMp'- 



en prenant p assez petit, on peut rendre | Jy| inférieur à un nombre 
-;r- donné à l'avance. Intervertissons l'ordre des intégrations; 
J et J^, deviennent J' et J',,, et, puisque Jj ne change pas, on a : 

mais on a : 



J. 



<-T 



et 



J'. 






donc : 



et, par conséquent, 



J.-J'ol<-% 



I J-J'|<c, 



quel que soit e. Comme J — J' est bien déterminé et ne dépend 
pas de p, on a nécessairement 

J=:J', 

ce qui démontre qu'on peut intervertir l'ordre des intégrations. 
Cette remarque permet de démontrer facilement un théorème 
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relatif au potentiel ; soit T un volume attirant, M un point inté- 
rieur, V le potentiel en M, et X une des composantes de l'attrac- 
tion en ce point. V et X sont donnés par les intégrales suivantes : 






d 



Ces intégrales sont absolument convergentes (30). Considérons 
l'intégrale quadruple : 

T'Xdx, 

Xq et X, désignant les valeurs de x en deux points M^ et M,. 
Cette intégrale est absolument convergente. Je me propose de 
démontrer la relation suivante : 

(1) f 'Xdx =. V. - V., 







V, et \\ étant les valeurs du potentiel en M^ et M^. Cette rela- 

. ôV 
tion serait évidente, si Ton avait démontré que X = -r — : cette 

* ux 

démonstration sera faite plus loin dans le cas — qui est le cas 
actuel — où le point M est intérieur aux masses agissantes. Pour 
l'instant, démontrons directement la relation (1). L'intégrale 
s'écrit : 



fdxrf.'-^d.', 

»^x« * fT) "X 



(TJ 

OU, en intervertissant l'ordre des intégrations : 

/•,*'r4l^ax=[/'±ld,.]-=v,-v., 

ce (jiii démontre le théorème annoncé. 

35. Potentiel ne'wtonien d'un volume attirant. Existence des dé- 
rivées premières. — Soit T un volume attirant, M un point inté- 
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rieur aux niasses agissantes ; le potentiel en M est donné par 
l'intégrale : 

* T 1* 

et les composantes de l'attraction en ce point par les intégrales.: 

X = / ^ ^ ^ ^ dT\ 

J r* 



Y= >^ - .^ >- dT\ 
J r* 



Z=: 



r' a',V 






dT'. 



Ces quatre intégrales sont absolument convergentes (30). 

Lorsque le point attiré M est extérieur aux masses agissantes, 
les composantes de l'attraction sont aussi les dérivées premières 
du potentiel. Je vais faire voir qu'il en est de même, quand M est 
intérieur aux masses agissantes. 



OV 



Je vais démontrer, par exemple, que -r— existe et que l'on a : 



X = 



Ox 



Traçons (fig. 29) une sphère I, ayant pour centre M et pour 




Fig. Mj. 



rayon p. Sur une parallèle à Ox menée par M, prenons un point 
M' voisin de M et situé à l'intérieur de la sphère ; les coordon- 

PoixcARK. Polcnl. Newt. G 
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nées de M et M' sont : pour M : x, y, z; pour M' : x+ h, y, z 
Par définition, on a : 

= limh=o r 



Ox 



Nous devons donc montrer que Texpression 

h ^^ 

peut être rendue inférieure h un nombre donné e, si Ton prend 
h suffisamment petit. 

La sphère 2 divise le volume T en deux parties, Tune T^, com- 
prise à l'intérieur de la sphère, Tautre T^, constituée par la partie 
restante du volume T. 

Appelons : 

Xç, Xj, X les composantes en M, 

Vq, Vj, V les potentiels en M, 

dus respectivement aux attractions de la première partie, de la 
deuxième et du volume total ; 

X' X' X' 

,,/' -,/' -,, les valeurs de ces mêmes fonctions en M'; 

' 0» ' 1» ' 



on a : 



V = V. + v„ 

et l'on peut écrire : 
V'—V 



V = \\ + V'„, 

A =. A j -f- X j,, 



Comme M et M' sont extérieurs au volume partiel T,, on peut 
différentier l'intégrale V, sous le signe | et Ton a, par consé- 
quent, 



^•- Ox • 



Sid 



onc on pose : 



V'—V 

h '^' 



= 'f(p.'i). 
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on peut prendre h assez petit pour que la valeur de cette fonc- 
tion 'f (p,h) soit aussi petite que Ton veut. Occupons-nous mainte- 
nant de l'expression : 



V — V 



m 

Supposons la densité [jl' finie dans tout le volume T et soit [x" 
une limite supérieure de cette densité. 
On a : 



X. 



< 






or : 



dV 



donc : 






I \ I <^-?[^o- 



V'— V. 



Cherchons maintenant une limite supérieure de — 2_ — ?. Figu- 
rons k part (fig. 30) la sphère ï; soit P le centre de gravité 




Fi g". "îo. 



d'un élément dT' du volume T^; menons MP et M'P, puis posons: 



MP=r, 



M'P = r , 



et rappelons-nous que MM^=^h. On a : 

v'o-v„==/'(-i-|):x'd.'. 



8< 

et, de plus, 
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r 



/ 7 



r r rr 

I r' — r I <h, 

1 1 1 

r r* r * 



rr 



d'oi 



V —V 

' * 



< 



t/(T,) r ^,j^j 1 



d-r' 



Nous connaissons la valeur de / — r , c'est 4:rp; calculons une 

/• dT' 
limite supérieure de / — ^. Pour cela, du point M' comme centre 

(fig. 31), décrivons une sphère ï ayant p -f- h pour rayon. Les 




Fig. 11. 

deux sphères X' et ï sont tangentes intérieurement ; appelons T'^ 
le volume compris à Tintérieur de la sphère ^' . On a 



r Ai' r dV 



et comme : / — ;5-:=4:r(p+10, 



on a aussi : 



c T' * 



On a donc 



y _Y 



< 



4:: -20 + 10 ;v 
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et enfin : 



h ^« 



<4tc(3p+h)<jJLol6ltp[iL, 



En somme, nous pouvons écrire Tinégalité : 

V — V 



— X 



<'f(p,h)4-16Tcp[x,. 



Cela posé, proposons-nous de rendre le premier membre infé- 
rieur à un nombre donné e, en prenant h suffisamment petit; il 
nous suffit, pour cela, de prendre p assez petit pour que 

16t:pjXo<Y; 
puis, p étant fixé, de prendre h assez petit pour que 



;p(p,h)<y; 



on aura, dès lors, 



V — V 



— X 



dV 



<e, 



ce qui démontre que la dérivée -rr— existe et qu'elle est égale à X. 

Le potentiel V a donc des dérivées premières, en tout point inté- 
rieur aux masses, et ces dérivées sont égales aux composantes de 
Tattraction, ce qui fait qu'on les obtient en différentiant sous le 

signe I . 

36. Étude des dérivées secondes* — Si Ton differentie une fois de 
plus sous le signe I , les intégrales obtenues sont seulement semi- 
convergentes ; on rencontre ces mêmes intégrales dans la théorie 
du magnétisme où leur étude est nécessaire; mais, dans la théorie 
du potentiel, on l'évite par un artifice. 

Nous allons démontrer que, si la densité [jl^ a des dérivées de 
tous les ordres, le potentiel Y en a aussi de tous les ordres. 

Soit, en effet, 

V = T-^ dT' 
J r 
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ÔV 

le potentiel ; Tune des dérivées premières, — par exemple, a pour 
expression : 



dx 



on peut récrire : 




.w I . Ht 



IL 



f 



d\ J ' dx 



dT' = 



'J !^-d7-^- 



1 



Ceci posé, rappelons une formule que nous avons démontrée (19) , 
à propos de la formule de Green ; reprenons toutes les notations 
de ce paragraphe, nous aurons : 

/ L\ Alf dT' = / aU,V,dco _ / V, ^ dT', 

la première intégrale et la troisième étant étendues au volume 
attirant T que nous considérons; la deuxième, k la surface S qui 
limite ce volume. Servons-nous de cette formule pour transfor- 
mer l'intégrale -:r— ; posons : 

i^'. = :A 
V =-!• 

' r ' 



la formule (1) nous donne alors : 



(2; - ; K— ^-«i^— / ^da,'+ / 4-^'i''- 




(T) r dx' 



.X • 1 • ^)^ . 1. . , dV 

On voit donc que, si ^, existe, 1 expression de — est égale à la 

somme de deux potentiels : un potentiel de surface 



et un potentiel de volume 







t^ (T) 
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or, le premier a des dérivées premières, en tout point non situé 

sur la surface; quant au second, il en a, de même (35), en tout 

OV 
point intérieur ou extérieur: rr— en a donc aussi, sauf sur la sur- 
* gx 

face; par conséquent, V a des dérivées secondes en tout point de 
l'espace, sauf, peut-être, sur la surface ; à leur tour, les potentiels 
du second membre de la formule (2) ont des dérivées secondes, 
si les dérivées secondes de \t! existent et, par suite, V a des déri- 
vées troisièmes; le raisonnement se poursuit ainsi de proche en 
proche et le théorème annoncé se trouve démontré. 

37. Formons l'expression de chaque dérivée seconde et celle 
de leur somme; la formule (2) nous donne : 



OV 
dx 



/ a^^dco'+J -^dT'. 



On peut différentier sous le signe | dans le second membre ; on 
peut donc écrire : 






on a pour -:— et -^— des expressions analogues. Ajoutons-les 
membre à membre, nous aurons : 







\ r / d;ji' 



Ox' dx' ' i^y' Oy' '>''' '^^' 



A-:' 
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que Ton peut écrire 



-=/.'^ 




\r/ W 



dx' ùx' 



dT'. 



38. Formule de Poisson. — Autour du point M (fig. 32), traçons 
une sphère 2, ayant M pour centre et un rayon égal à p ; elle par- 




Fig. 3'Ji. 

tage le volume T en deux autres T^ et T,, T^ étant celui qui est 
intérieur à la sphère; appelons V^ et V, les valeurs de leurs 
potentiels respectifs au point M. 
•On a : 

V = V, + v„ 

et 

AV=>V, + AV,; 
comme 

AV. =. 0, 
il reste : 

AV =-- A>; 

et par suite on a : 



AV = 




Vrjjy 



la première intégrale étant étendue à la surface de la sphère et 
la seconde à son volume. 
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Comme nous supposons que les dérivées premières de [jl 
existent, l'expression : 



P 

ou [X désigne la densité au point M, doit rester finie; {jl lui-même 
et ses dérivées premières étant supposés finis, on peut assi- 
gner à toutes ces fonctions une limite supérieure commune \k\j 
de sorte que Ton a les inégalités : 



(X— {X 



<l^'o?^ 



<l^'c 



M. 



< .<- 



à l'intérieur de la sphère. 

Remarquons enfin que l'on peut écrire : 

et que l'on a sur la sphère : 



dn dp p* 



AV devient alors : 



AV = 



Zj iV ùx' 



La première intégrale a pour valeur : 



•'I I "^ 



— 47:. 



1 7:[JL. 



etc., 



La deuxième tend vers zéro, en même temps que p, car on a 



Ç^^ a.. 



<4 7:;x'„o. 
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La troisième tend aussi vers zéro, car on a : 

or rintégrale du second membre a pour valeur 47raop, celle 
du premier est donc inférieure à i27:[jL'yp; elle tend vers zéro 
avec p. 

Bref on peut écrire : 

AV = — 4 7:|ji-|- £, 

£. tendant vers zéro avec p; comme AV et [jl ne dépendent pas 
de p, on a rigoureusement : 

AV = 4 TTJJL. 

C'est la formule de Poisson, 

Remarque. — AV, considéré comme fonction de x, y, z, est con- 
tinu, à rintérieur et à l'extérieur du volume, mais éprouve une 
discontinuité, quand on franchit la surface; il en est, de même, 
de chacune des dérivées secondes de V et des dérivées d'ordre 
supérieur. 

39. Potentiel logarithmique d'une surface attirante. — Tout ce 
que nous avons dit du potentiel newtonien d'un volume est vrai 
du potentiel logarithmique d'une surface attirante. 

Kn un point M de la surface attirante, le potentiel logarith- 
mique V est représenté par l'intégrale double : 



/ 



r 
log— ^ jji'dw'. 



et l'une des composantes X de l'attraction par : 

On démontre sans peine que ces intégrales sont absolument 
convergentes et que l'on a : 

ox 
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L'équation de Poisson devient 

Tout cela peut se démontrer directement; mais on peut le 
considérer comme une conséquence des propriétés du potentiel 
newtonien : on a démontré, en effet (15), que le potentiel loga- 
rithmique d'une surface plane est le même que le potentiel newto- 
nien d'un certain cylindre ayant cette surface pour section droite. 
La matière attirante qui remplit ce cylindre a une densité cons- 
tante et égale à-;r- jx', tout le long d'une même génératrice, jji'dési- 

gnant la densité superficielle de la section droite dont on étudie 
le potentiel logarithmique, au point où elle est rencontrée par 
la génératrice considérée. 



CHAPITHK m 

SIKFACKS ATTIHAM'KS ET LIG>ES ATTIRANTES 
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40. Notations et remarques prélimiuaireB.^ — ' l'.tiiiit doiiiiés utif 
surface attirante S et un point M sur cette surliice, nous avons 
vu (33) que le potentiel en ce point est repri^senté par une 
intégrale absolument convergente, et les composantes de l'attrac- 
tion par des intégrales semi-eoiivergentes (32 - 

Nous allons voir maintenant ce qui se passe quand le point M 
est extérieur ii la surface, mais très voisin d'elle, <'l qu'il tend 
vers un point donné M„ de cette surface en suivant la droite MM* 

(6g. 3:1). 

Etablissons d'abord In notation que nous emploierons dans 
toute cette étude. 

Prenons le point M„ comme origine des coordonnées; suppo- 
sons qu'en ce poiut lu surliice udmette un plan tangent unique et 
prenons ce plan comme plan des xy. l'our abréger les calculs, 
nous supposerons, en outre, que la surface est régniii-'re en M,, 
c'est-ii-dire qu'au voisinage de ce point, l'une des coordonnées 
d'un point de lu surface est fonction analytique des deux autres. 
Kn réalité, cette bypolhèse est inutile et nos démonstrations sub- 
sisteront, en supposant qu'ffw poini M„ la snrfuin poitsède un plan 
lartf-ent unit/iie el deux lai/oriK de louibiire bien déterminés. 

Nous désignerons pur dui' un élément de la surface, par P son 
centre do gravité, par P' la projection de P sur le plan des xy; 
enfin par x, y. zles coordonnées du point M et par x', y', z' celles 
du point P. Les coordonnées de P étant x', y', z', celles de P' 
sont x', v'. — {) et Ion a PP' = z. 
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z' est une fonction de x', y'; appelons-la f (x', y'). L'équation 

est Téquaiion de la surface. 

D'après notre hypothèse, z' est développable, au voisinage de M^, 
en série ordonnée suivant les puissances croissantes de x', y' 




Fi^. 13. 



et le développement commence par des termes du second 
degré, puisque le plan des xy est tangent en M^; il est donc de 
la forme : 

yj .^ ax'- 4- hx'y ' + cy'^ + 



Dans nos démonstrations, nous ne ferons usage que des termes 
du second degré; c'est ce qui fait qu'elles seront encore vraies, en 
supposant seulement l'existence d'un plan tangent unique et de 
rayons de courbure principaux bien déterminés. 
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Cela posé, nous menons les droites, MMq,MP, MP', MyP, M^P'. 
La droite MM^ sera représentée par deux équations : 



Posons : 





X 


-az, 


1 






• 


y^ 


:?Z. 








M„I> - 


'•o; 




MP 




r; 


M„P' = 


= r'., 




MP' 




r' 



On a évidemment : 

r» = (x - x7 + (y - y'/ + (z - z')% 
r'* = (x — x7 + (y— y')*+z', 

V = x'» + y'* + z'% 
rV=.x"+y'^ 

Appelons maintenant (p l'angle du plan tangent au point P 
avec le plan des xy; la projection dx'dy', sur le plan des xy, de 
l'élément d(o', qui a son centre de gravité en P, a pour expres- 
sion : 

dx'dv'= cos ^àiù\ 

1 4 

On peut tracer, autour du point M^, sur la surface, une courbe 
C (fig. 33) telle que, en tout point de la portion S^ de S qu'elle 
enferme, l'on ait : 

0<— i— <o, 

COS '^ 
I 

étant un nombre donné. Cela est possible, puisqu'au point My, 
on a cos'^ = 1 et que la surface est régulière autour de ce point. 
Appelons S, la partie restante de la surface. Le potentiel de S, 
et les composantes de son attraction sont des fonctions holo- 
morphes au voisinage de M^ qui n'est pas sur S, et restent conti- 
nues, par conséquent, quand on franchit la surface en ce point. 
Pour l'étude des discontinuités, on peut donc remplacer la sur- 
face entière S par la calotte S^. 

Il nous reste à faire une dernière hypothèse : la densité [jl' qui 
est fonction de x' et y' sera supposée, pour la commodité des ex- 
plications, fonction analytique de ces variables, c'est-à-dire déve- 
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loppable en série entière. Pour jjl' comme poiirz', cette hypothèse 
est trop particulière; toutes nos démonstrations subsisteront en 
supposant que ^l' est continue, ainsi que ses dérivées premières, 
et qu'elle admet des dérivées secondes finies; dans certains cas 
même, l'existenee de dérivées premières finies suffira et parfois 
simplement la continuité de [x'. 

Si l'on suppose ix' continue, on peut assigner à — une li- 
mite supérieure y sur toute Tétendue de la calotte S^; on pourra 
donc écrire 



u' 



COS '^ 



<v. 



41. Ces notations étant établies, faisons quelques remarques 
dont nous nous servirons souvent dans la suite. 
1® Considérons le rapport 

II 

V 






c'est une fonction de x', y',z et, comme r^ et r sont des fonctions 

r 
continues, la fonction — ^est elle-même continue, sauf peut-être 

r 

en un cas, celui où r est nul. Montrons que, même dans ce cas, 
ce rapport reste fini. 

Sir* est infiniment petit, r^^ l'est aussi; leurs parties princi- 
pales sont : 

pour r- : ^x — x / + (y — y ;* + z" 
pour r,,** : x** + y "*. 

car z, considéré comme fonction de x', y', est un infiniment petit 

du second ordre. 

r'^ 
La partie principale du rapport -^est donc : 

X'2 + y^^ 



(x-x7 + (y-y7 + z*' 

ce qui peut s'écrire : 



(,_^)V(3-ii)Vi 
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expression qui reste toujours finie. Le rapport — |- et, par suite, 

r . . 

le rapport — ^ restent finis. On peut donc assigner à ce der- 
nier une limite supérieure A et écrire : 

-^<A. 

r 



D'une manière analogue, on démontre que les deux rapports 

r r' 

-p et — restent finis. On peut, par conséquent, trouver deux 

nombres positifs B et C tels que : 



-7-<C et — <B. 
r r 



2° Considérons maintenant le rapport 



r« 



Ce rapport est fini, tant que r est différent de zéro; je vais faire 
voir qu'il en est de même quand r s'annule. 

Quand z' est infiniment petit, sa partie principale est de la 
forme : 

ax'*4-l>xy4-cz'% 



comme nous l'avons vu précédemment. 
La partie principale de — j- est donc : 

ax'^ + bxy + cy'- 



(x'-x;=^+(/ — y)* + z*' 
qu'on peut écrire : 






X' ^=^ 

a 



Sous cette forme, on voit que ce rapport reste toujours fini. 
Nous appellerons D une limite supérieure de ce rapport. 
Abordons maintenant l'étude du potentiel de S. 
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42. Etude du potentiel. — Appelons V et V^ les potentiels en 
M et M^ de la surface entière S; V et Vq de la calotte S^; 
y et V'o ceux de la portion restante S,. On sait que y^ est exprimé 
par une intégrale absolument convergente (33) . Nous allons 
démontrer que l'on a : 

limV = Vo, 

quand M tend vers M^. On a, en effet, 

v=v'+v", v,=v;4-v;, 

d'où : 

V - V, = ( v - v;} + (V" - vi') . 

Considérons Y' et Y, ; ces quantités sont données par les inté- 
grales 

l'dw' „. r {x'dw' 



que Ton peut écrire : 

J r cos rf ^ J ^0 cos <p 

Choisissons la courbe C de manière que sa projection O sur le 
plan des xy soit une circonférence, ayant pour centre M^^ et un 
rayon égal à p. 

Les intégrales V/ et V sont étendues à Taire de ce cercle. 

On a, en vertu des hypothèses et des remarques faites (40 et 41) : 

r dx'dy' r . dx'dy' r Avdx'dv' 







Toutes ces intégrales sont étendues au cercle de rayon p. On 
peut alors écrire : 

/•4ldx'd/ = A,ri^ = A,2.p, 

t/ r^ Jq Fq 

car on voit facilement, en partageant le cercle en anneaux con- 
centriques^ que l'intégrale du second membre 1 j-^ a pour 

m ' ^ M. fk 



valeur 2'iîp. 



c'o ï*0 



PoiKCARÉ. Potent. Newt. 
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Bref, on a Tinégalité : 

V'<27:AYp. 

De même, on démontre que : 

V;<27r^'p. 
On a, par conséquent, Tinégalité : 

I V — V;|<27:(A+l)yp, 

et l'on peut rendre p assez petit pour que Ton aît : 



V — Vi 



s 



£ étant un nombre choisi a l'avance. 

Considérons maintenant V" et N'^ potentiels, en M et M^ de la 
portion restante S^, de la surface ; p étant fixé par l'inégalité pré- 
cédente, rapprochons le point M du point M^, assez pour que l'on 



ait : 



y—rj 






cela est possible, puisque V est une fonction qui reste continue, 
quand on franchit la surface au point Mq. 
Mais, d'autre part, on a : 

on a, par suite, 

I V-V. 1 < I V'-Vi I + I V"-V;' I <e; 

ainsi, on peut rendre la différence V — V^ aussi petite qu'on le 
veut, en rapprochant suffisamment M de M^; par définition, on a 
donc 

limV = Vo, 

quand M tend vers M^. 

Remarque. — D'après la démonstration précédente, on voit 
que le potentiel V, continu en tout point de l'espace extérieur, 
reste continu quand on franchit la surface attirante. 
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Ce potentiel V est une fonction de la forme 

f(x',y')dx'cly' 



;" /■ 



et, ce qui a joué le rôle essentiel dans la démonstration, c'est 
qu'on a pu assigner une limite supérieure à la fonction f. 

On peut donc dire, qu'en général, toute fonction de la forme (1) 
est continue dans tout Tespace si Ton peut assigner une 

limite supérieure à la fonction f qui figure sous le signe l , et 

cela est vrai, même si cette fonction dépend, non seulement de 
x',y', mais encore de x, y, z. 

« 
43. Préparation à Tétude des composantes de Tattraction. — Eta- 
blissons le lemme suivant : 

Lbmme. — Soit rintégrale simple : 



J i£- — / ^^ ^ dx 



OÙ X désigne la variable d'intégration et z un paramètre. C'est 

une fonction de z. 

Faisons les hypothèses suivantes : 

1® L'intégrale 

n dx 

reste finie et tend vers une limite finie, quand '/augmente indé- 
finiment. 

2® îp(x) reste constamment positive quand x varie de à x . 

3^ La fonction f (x,z) admet une limite supérieure A, de telle 
sorte que l'on a : 

if:x,z)i<A, 

4^ Enfin Ton a : 

lim f x, z'^^ =; 1, 

quand z tend vers zéro, quel que soit x, même s'il varie, pourvu 
qu'il reste fini; en d'autres termes, f(x, z) tend uniformément 
vers 1, quand z tend vers zéro, pourvu que x reste compris entre 
et une limite supérieure fixe L. 
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Je dis alors que, si Ton fait tendre z vers zéro et augmenter / 
indéfiniment, on a : 



lim J 



(z)=r-i^. 



Pour démontrer ce lemme, posons : 

•? dx 



e 






En vertu de la première hypothèse, l'intégrale a un sens 
quand p est infini et Ton peut écrire : 

iim,=.e(p)=e(x). 

On sait d'autre part que, si F(x) et 4>(x) désignent deux fonc- 
tions de X continues dans un intervalle a, b, le théorème de la 
moyenne donne : 



Cy (x) 4> (x) dx = F (i) Ç<i> (x) dx av 



ec a<;<b. 



pourvu que $ garde un signe constant dans l'intervalle a, b. 

Appliquons cela à l'intégrale J(z) en remarquant qu'on peut 
l'écrire : 



Jo 'fW Je î^''/ 



on aura : 



J (z) = f (5, z) r^ + f (S', z; r~^ 

Vo ? (x) ^ \\ 'f (x) 

ou bien : 

(1) J (z) = f (i, z; e (p) + r (S', z} [s ;/.) - e (?)], 

avec les inégalités : 

0<S<p et p<;'</. 
Transformons la relation (1), on a : 

J iz) = f (5, z) ,'x ) 4-c(5, z) [0 (p) - e (x )j 

ï{^',z)[H(A)-Hi?:], 
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OU encore 

j(z) = f(5,z]e(x)+[f(s,z)-f(i',z:][e(p)-e(x)] 

+f(S',z}[ec/.)-e(x;], 

On a, en outre, les inégalités suivantes : 

I f(Ç,z) I <A; I f(i',z) I <A; I f(i,z)-f($',z) | <2A; 

on peut donc poser : 

f ($', z) = sA, f :5, z) — f ;;=', z) = 2 e.A, 

£ et £, étant des fonctions de Ç et $\ restant toujours comprises 
entre — 1 et + 1. 
Posons encore : 

f(s,z:e(«) = e(x)+B. 

B tend uniformément vers zéro quand, Ç restant fini, z tend 
vers zéro, car, dans ce cas, Lim f(Ç,,z) = l. 
L'expression de J (z) devient alors : 

J (z) = e (« ) + B + 2 £,A [e (?) - s (X }] + sA [8 ÇA) - 8 (x )], 
d'où : 

'2) J (z) - 8 (X ) = B + 2 ., A [H ::?)-e (x )] + 1 A [8 (7.) - 8 (x )]. 
Or, nous voulons démontrer que : 

ou, en d'autres termes, que le premier membre de la relation (2) 
tend vers zéro, ou, si l'on veut, que l'on peut prendre X assez 
grand et z assez petit pour rendre |J(z) — ô(x)| inférieur à un 
nombre donné tj, aussi petit que l'on voudra. 

Cette démonstration se fait facilement à l'aide de la relation (2) ; 
on a : 

:3) I J(z)-8(x} !< I B I +2A I 8(p)-8(x) | 

AUC/.)-e:«)I. 



Le second membre de cette inégalité se compose de trois 
termes. 
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On peut prendre p assez grand pour que le deuxième 
terme 2 A |6 (p) — ^ (^ )! ^^^^ inférieur a -^' 

On peut de même prendre x assez grand pour que le troi- 

sième terme A|[6(x) — 6(x )]| soit, lui aussi, inférieur k-^' 

p et / étant ainsi fixés, Ç et Ç' restent finis, quel que soit z, 
et Ton peut prendre z assez petit pour que |B| soit inférieur 

il T^ , puisque, 5 et Ç' étant finis, B tend uniformément vers zéro. 

p, X et z étant ainsi choisis, on a : 

|j(,.;_e(x)|<n. 

Le lemme annoncé est donc démontré. 

44. — On peut démontrer un lemme semblable pour les inté- 
grales doubles. 
Soit l'intégrale : 



jfz^^rii^^iZi^^dxdv, 

^ ' J(S) ? (x, y; 



étendue à une aire plane S limitée par un contour C qui tend à 
embrasser tout le plan. C'est une fonction de z. 

On fait les hypothèses suivantes : 

1° L'intégrale 

dxdv 



/- 



? (^» y) 



garde un sens et reste finie quand on l'étend à tout le plan. 

2® La fonction ç (x,y) est positive en tout point x,y du plan. 

3* La fonction f (x, y, z) reste finie et l'on peut lui assigner une 
limite supérieure A. 

4° Cette même fonction f tend uniformément vers 1, quand z 
tend vers zéro, le point x,y restant à l'intérieur d'un contour 
fermé, aussi étendu qu'on le veut, mais fixe. 

Dans ces conditions, je dis que l'on a : 



lim J z == / — : — ^ 
' J 9 x, v^ 
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l'intégrale du second membre étant étendue a tout le plan, 
lorsque la courbe C s'agrandit indéfiniment et que z tend vers 
zéro. 

Pour démontrer ce lemme, on considère un cercle S ayant pour 
centre Torigine et pour rayon p ; on pose : 



^P> -J.) 'f (x, 



y) 



La première hypothèse montre que ô (x ) a un sens et l'on peut 
écrire : 

iim^.e(p)=e(oo). 

Cela posé, supposons le contour C assez grand pour que S con- 
tienne S et appelons 

J(z), J'(z), J"(z), 

les valeurs de l'intégrale proposée 

f(x,y, z) 



/■ 



? (x> y) 



dxdy, 



quand on l'étend respectivement au champ C tout entier, au 
cercle S, a la portion comprise entre C et S. On a évidemment : 

(1) j=j'+r. 

L'application du théorème de la moyenne à chaque membre 
de l'égalité (1) permet d'écrire l'égalité : 

(2) j (z) = f ($, r., z) e Cp) + f ($', r/, z) [K - e (?)], 

Oc désignant la valeur que prend l'intégrale / — p — y, quand on 

retend au champ limité par la courbe C ; i,7^ désignant les coor- 
données d'un point situé îi l'intérieur du cercle 2; Ç', r/ celles d'un 
point situé entre les courbes C et S. 

Le reste de la démonstration se fait comme pour le lemme 
précédent. 

45. Composantes de l'attraction. — Les composantes dirigées 
suivant M^X et M^Y s'appellent composantes tangentielles; elles 
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sont exprimées par des intégrales qui varient conlinùment ^ 
quand le point ^1 se dépluce et rranchtt la surfuce au point M,. 

La composiinte dirigée suivant M„Z, dite composante nor- • 
maie, est exprimée par une intégrale semî-convergente et , 
éprouve une brusque discontinuité quand on franchit la surface. 

Nous allons préciser ces énoncés en commençant par l'étude , 
de la coinposiiiile uormalc. 



I 



46. Etude de la coi»|pBante normale, 
maie Z est exprimée par l'intégrale : 



■ La composante nor- 



-i^ 



-dw', 



qui peut s ecriri 

(1) 



= i'£^i.,--JS^i„\ 



Ces intégrales sont étendues îi tous les éléments du/ de la si 
face attirante. 

Z est ainsi exprimée par la difTérence de deux intégrales que . 
nous allons examiner successivement. 

Remarquons tout de suite, qu'au point de vue de leurs dîscon- i 
tinuités, il sullit d'étendre ces intégrales à la calotte S,. 

Plaçons-nous donc dans ce cas. 



Voyoi 



i d'abord la 



/-, = / -î^ diii'; Iransform 

r^d<.'=/'^^4-^^^i 

i' r" J cos -or' r 

l'intégrale du second membre est de la forme : 

|- |-(x',y')Jx'd,' ^ 

= f(«',.v'). 



ii.la 
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La fonction f reste finie puisque : 



cos 



<ï 



et 



<D, 



et que, par suite, 



|f(x',y')l<T»- 



L'intégrale considérée est donc (42) une fonction continue. 

47. — Étudions maintenant la seconde intégrale qui entre 
dans l'expression de Z. Cette intégrale est : 



On peut récrire : 



J r'^ 



^'-0 



z r" a' 



dw'. 



r" r' cos <f 



dx'd/, 



ou encore, si Ton appelle jx la densité au point M,,, 



(i) 



"^^'^\f;'^ dx'dy', 



en posant : 



>• ('''-y'.-) = -^ 



r" jji' 



1 



r cos f jx 



Changeons de variables et posons : 



V' =y,z. 



La fonction sous le signe i dans Z, est ainsi transformée en 
une fonction de Ç, T^yZ. 

Voyons quel est le champ d'intégration. 

L'intégrale Z, était étendue, dans le système des anciennes 
coordonnées x', y', z, à la projection S'^, sur le plan des xy de 
l'aire S^, Nous pouvons toujours choisir le contour de S^, de 
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manière que S'^ soît un cercle, ayant le point M^ pour centre 
Soit p son rayon ; Téquation de ce cercle est : 

x" + y'* = p». 
Par le changement de variables, l'intégrale (1) devient : 

(2) r '^ jd$dr., 

J [(«-5)'+(?-Vf+l]T 

cette nouvelle intégrale étant étendue au cercle S^ : 



z' 



lequel tend à embrasser tout le plan des i*/;, quand z tend 
vers zéro. 

Cela posé, examinons la fonction X. 

D'abord elle reste toujours finie ; car on a, en vertu des inéga- 
lités démontrées au paragraphe 40 : 



\ 



BV 
< — L 



Je dis, de plus, que cette fonction tend vers 1 uniformément 

quand, $ et yj restant finis, z tend vers zéro. 

r'' . 
Considérons en effet le rapport — g-, il a pour expression en 

général 3 

r y-x)' + (/-y)'+'' "1" 

L(x'-x)'+(y'-y)' + (z'-z)*J " 

Remplaçons, dans ce rapport, z' par son développement en 
fonction de x', y'; ce développement est, d'après nos hypothèses, 
une série entière procédant suivant les puissances croissantes 
de x', y' et commençant par des termes du second degré : 

z' = ax'* + bxy + cy'- + 

Le rapport ci-dessus peut donc s'écrire : 



% 



r (x^-x:^+y-y)^+z' y 

L (x' - x)* + (y' - y)* + rax'^ + bxy + cy'' + -zf \ 
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Exprîmons-le h Talde des nouvelles variables Ç,/,, z, 11 devien- 
dra : 

r (a-y + (^-r;)'+l "IT 

L (a — 5)'4- (? — t,Y + (a;'z + b;r.z + cr.'z + — 1)* J ' 

Quand z tend vers zéro, \ et r^ restant finis, ce rapport tend 
vers : 






. r'' 



Ainsi -j , considéré comme fonction de 5,t, et z, tend vers 1 
quandy \ etr, restant finis, z tend vers zéro ; on peut donc écrire : 



J./3 



= l + £p 



e, étant une fonction de S, r,, z qui s'annule pour z = o, si ç et r, 
sont finis, quelles que soient d'ailleurs leurs valeurs. 
Considérons maintenant Texpression : 



?■' 



COS Î5 UL 



ul' 



Nous avons supposé que — ^ — est développable en série procé- 
dant suivant les puissances croissantes de x' et y^; il en est donc 
de même de , puisque a est une constante. Le terme tout 

JJL COS » * ^ 

connu dans ce développement est évidemment la valeur de l'ex- 
pression considérée pour x' = y' = o, c'est-îi-dire pour le 
point Mç. Or, en ce point, on a : 

[x' = a et cos es = 1 ; 

on a donc : 

a' 1 

r I 



cos C5 \X 



au point M^, et Ton peut poser, en général. 



-^— = ! + £.. (3) 

cos » U ' ^ ' 
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e, étant une fonctîdii Je x', y' qui s'annule en M„ : si nous considé- 
rons l'expression étudiée comme une fonction de 5, r„ z, on peut 
encore écrire l'égnlilé (3), î, désignant une quantité qui s'an- 
nule quand z s'annule et que ç et r, restent finis, étant d'îiilleura 
quelconques, 

La l'onction À prend ainsi la i'ornie ; 



x=(i+oci- 



= 1- 



Dans cette formule, 
,r,, z qui tend unirorm 

11 est donc démontré qm 
ers 1, quand « tend vers zér 



comme s, el e,, une fonction de 
vers zéro, quand z tend vers zéro, 
la fonction \ tend unirormément 
, S et Ti pouvant varier, mais restant 



finis 

Dans cette démonstration, nous avons supposé que la densité ^' 
est une fonction analytique de x',y', au voisinage de M„. dette 
hypothèse n'est pas nécessaire; il sulïît de supposer que la den- 
sité li'est simplement continue par rapport aux variables x',v'; elle 
est alors uniformément continue par rapport ii / el Ion peut 
écrire encore la relation (il). 

Reprenons maintenant l'expression '2] de /,, i 



'■:/ i..-.-.;-vH 



et considérons la fonction : 



qui entre en dénominateur sous le signe i 

Celte fonction a évidemment un signe constant; de plus, el^ 
est telle que l'intégrale J,,, 



'-iw- 



î," +(?-'. 



•clc s. Jcliiii pli.» h»iil, t 
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quand le cercle S^ s'étale indéfiuimeut et tend h embrasser tout 
le plan. 

Nous démontrerons cette propriété tout à l'heure ; admettons- 
la pour rinstant et tirons-en des conséquences. 

L'intégrale Z, a ainsi été mise sous la forme : 



Z,= / -^d^dr,. 



Nous pouvons lui appliquer le lemme démontré au paragraphe 
précédent; A possède les propriétés de la fonction f et X' celles 
de f . Cette intégrale a donc une limite, quand z tend vers zéro 
et que le cercle 2^ s'étale indéfiniment, et cette limite est égale a 
celle de l'intégrale J^, c'est-à-dire à Jj. On peut donc écrire : 



lim,^ l~dldr^ = J^, 



ou 

lini,=oZ, = Jj. 

Démontrons maintenant que la limite J, existe et évaluons sa 
valeur. 

Considérons donc l'intégrale : 






3 > 



(?-^.;' + i]' 



étendue au cercle 2^ 



5 +r. _ ^, , 



et calculons sa limite quand \ s'étale indéfiniment, c'est-à-dire, 
en revenant aux anciennes variables, calculons la limite de l'inté- 
grale : 



_ ^ .dx'dy' 



r z dx'< 

quand z tend vers zéro. 
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Figurons (fig. 34) Télément ab = dx'dy' du domaine Sodans le 
plan des xy et considérons le cône, ayant pour sommet le point 




Fig. 34. 

M et pour base cet élément; appelons a Tangle de Ma avec l'axe 
des z et dT l'angle solide d'ouverture de ce cône ; on a : 

Ma = r', cos a = —7- > 

r 

dx'dy' z dx'dV 
dT=— -;~-,cosa = ^^, 

L'angle solide ù d'où l'aire Sq est vue du point M est donc : 

z dx'dv' 

et Ton voit que : 






,/3 — ' 



Quand z tend vers zéro, Q tend vers ± tt, et J^ vers di 27t»jL; 
Jq a donc une limite J, quand z tend vers zéro, et cette limite est 
égale à + 2î:jjl, si z tend vers zéro par valeurs positives et a — 
27rjjL, si z tend vers zéro par valeurs négatives. 11 en est de même 
de rintégrale Z, puisque 

lini,^^,Z, = J,. 

48. Résumons tout ceci : 

Nous avons mis Z sous forme d'une dilTércnce de deux inté- 
grales Z, et Z, : 
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La première Z, reste continue quand on rriiiicliit la surface. 
Quant à la deuxième '/,, elle tend vers -(- 2 :î ;j. ou — '2~ ^i-, sui- 
vant cjiic M tend vers M„ d'un e6tê nu de l'autre de la surluce. 

Considéruns alors deux points M' et M" situés de part et d'au- 




Vig. 3S. 



Ire de la surluce et très voisins de M, {fig. 35\ Soient Z' et 7.", 
/.', et Z|', Z', et Z^' les valeurs respectives de Z, Z,, Z„ en chacun 
de ces points. On a : 



i po 



iM': z' = z; — z;. 



•II — 11'^ 



:Zi— z;' — fz;- 



-x':;., 



Supposons le point M' situé du c6té des z positifs et M" du ciilé 
des z nêgatils, puis faisons tendre M' et M" vers M„; la fonction 
Zj étant continue, la difFérence Z| — ZJ' tendra vers zéro; Z,' et ZJ' 
tendront respectivement vers + 2n|x et — Sttjjl, leur diQcrenee ZJ 



'I par conséquent la différence Z' — Z'' 



-Zi' tendra donc vers 4t:; 
tendra vers — ^t:ja. 

La nwtpnxiinle nornxile ilr Vnllriictiim rprniivc ilonc un saut 
briisfjiiC de ^iv.-^ ijnaïul on franihit lu snrfnve nu jiuinl où lu 
ilennilv eut ;*. 

Les raisonnements qui prL'tifdonl n'iiiit été hiits. il est vi'ai, 
«lue pour la calotte de surface S„; mais, la partie restiinte S, de 
la surface n'iniluant pas sur les discontinuités quand on tra- 
verse S„, la discontinuité de la cumposanle normale est la môme 
pour \:\ surface S entière que pour la calotte S^ qui entoure le 
j>oint AI,, on l'on franchit la surface. 



49. — Continuité des composantes tangentielles- - 
sautes tangenlielIeN varient coiitlnùmeiil quand i 



-Le 
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surface. C'est ce que nous allons montrer en étudiant Tune d'elles, 
X, par exemple. X a pour expression : 

r u!i\! — x) dx'dy' 
^= 1 ""^ — 3 —'y ' 

J Y COS Ç 

cette intégrale n'est étendue qu'à Si, puisque, pour Tétude des 
discontinuités, on peut substituer S,, h S. 
Comparons-la à la suivante : 



J(s.) r'^cos'f 



X' est une des composantes de l'attraction d'une surface plane, 
la portion Sq du plan des xy, sur laquelle serait répandue de la 



matière attirante avec une densité éffale a — . 

^ COS cp 

Etudions la différence X — X' : 

X — X' = r (x' — x) -i^ (-4 ^-^ dx'dv'. 

*As'.) c<^s 'f \ r* r'^ / 

Nous allons faire voir que c'est une fonction continue de x,y,z 
On a : 

r'* v''' \ r r' / \ r* ^ rr' ^ r'* / 

rr' \ v' ^ rr' ^ v") 

^^^^ ^/ xTV" "rV^ Tr^/ 

Cette relation permet de trouver une limite supérieure de 

1 1 



,.:i ,./i 



On a en effet : 

|r'-r|<z', 
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csir r, r', z' sont trois côtés d'un triangle PP'M. De plus : 

1 1 J_ 

r^'r' ^ r" "•" r' ' 



1 



1 1 



1 1 J^ 



et par suite : 



et, enfin, 



1 



r'r' 



1 



ftfii 



1 



rr 



M 



3 a 



1 1 



,./s 



<^'(7^+4) 



Transformons encore Qette inégalité, en nous servant des 
remarques et des notations du paragraphe 41. 
On a : 



d*oii 



et 



-V<G, 



l<c-L, 

r r 



4<c'-L 

r * r 



ou 



'\ 1 



Donc : 



7^ 



:\ 






l!Jr. 



ou bien, en posant 3C* + 1 = E : 



a 



1 



.♦ 



r" ^ r" 



PoiitCARÉ. Potcnt. Ncwt. 



ii4 
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Posons : 






On a : 



F 



<ï 



X 



X 



Ez' 



.*i 



<rED 



x' 



X 



1" 



car : 



<D 



Enfin remarquons que 



X — X 

— ?r- 



< 1 ; nous pouvons écrire : 



(1) 



F <-^ 

I r 



Prenons alors l'intégrale X — X'; nous avons appelé F la 
fonction sous le signe i% 



Posons : 



* 



r 



l'intégrale devient : 



X' — X = C^ dx'dy' ; 



or, en vertu de l'inégalité (l},on voit que la fonction ^ est limitée, 
car : 

I * I <vED. 

Donc rintégrale \' — X est absolument convergente et repré- 
sente une fonction continue '42 . 



\ / 



50. Cela établi, étudions X' et démontrons que \' est conti- 
nue; nous aurons ainsi démontré que X Test aussi. L'étude de X 
est par là ramenée à celle de X'; nous avons ainsi substitué^ à 
l'étude de la composante pour une surface quelconque, l'étude 

de la composante pour une surface i)lane à densité variable — ^- — 
* * * cosy 

Ramenons ce cas lui-même au cas où la densité est constante. 
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L'intégrale X' peut s'écrîre : 

Appelons J, la première intégrale et J, la seconde : 

— j- dxdy, si l'on pose : 

r * \ cos tp V r r \ cos ^p ^J 

On voit, sans peine, que la fonction 4> est limitée, car : 



X 



<1. 



2** On peut trouver un nombre K tel que : 



cos 



z: — v- 



r' 



<K; 



cela résulte de ce que le numérateur du premier membre a 

pour partie principale, quand x' et y' sont infiniment petits, un 

terme de la forme : 

ax' + by', 



et cela même tient à la remarque déjà faite (40 ) que le terme 



tout connu du développement de 



cos cp 



suivant les puissances 



croissantes de x' et y', est le nombre \i- lui-même. 

La fonction ^ est donc finie et, par conséquent, l'intégrale J, 
est une fonction continue. 

Le problème est ainsi ramené à Tétude de J„ c'est-à-dire au 
cas d*une surface plane de densité constante [i. 

Cette surface plane est ici S\ ; nous savons qu'on peut s'arran- 
ger de manière que S'^ soit un cercle, ayant pour centre M^. 
L'énoncé de la proposition à démontrer est donc réduit au sui- 
vant. 
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Soit (fig. 36) une aire plane attirante, de densité constante [ijl 
limitée par une circonférence C, dont le centre est M^. Soît u 
point M, voisin du plan du cercle et tendant vers le point M„ sur" 
la droite MM„; on considère l'attraction en M et la composante 
de cette attraction parallèle à 
une droite fixe x'x du [ilau du 
cerc :1e lorsque le point M tend 
vers M^ et traverse le plan, cette 
composante reste continue. 

Pour démontrer cette propt 
sitîon, désignons par M' la pro-1 
jection de M sur le plan du T 
cercle et, du point M' comme 
centre, décrivons une i 
férence C tangente, intérieu-l 
renient ù la précédente. 

Désignons par S, S', S" lefti 
aires comprises respectivement; i 
r de C, entre C et C ; nppe- 
pondantes de l'iittraction J 




Fig. 3fi. 



I rinlêrieur de C, à rinlcrîcur di 
ons A, A', A" les composantes cor 
■n M. On a : 

A=A'+A", 



mais, par niisou de sjniétric : 

A'=0. 
Donc : 

A = A". 

Or, quand M tend vers M„, M' tend aussi vers M„ et l'aire S"l 
tend vers zéro; donc A" tend vers zéro. Cette composante reste I 
donc continue quand M traverse le plan en M,,; il eu est alonJ 
de même de J,. L'intégrale X', qui est lu somme de deux fonc-^ 
lions continues, reste aussi continue, et enfin \ jouit de la mémsJ 
propriété. 

Il est donc établi en général que : Les composantes tangen- 
tielle» de Cattraction reaient continues rjiiand on traverse la sut'^ 
face. 



IXesikpqle. — l'Iaçons-nous dans le t 



;é„«,-al. 
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Quand M tend vers M„, z tendant vers zéro, X a une limite 
indépendante du câté de la surface où se trouve le point M. 

Appelons Â„ celle limite. D'autre part, prenons la valeur de 
l'intégi'ale au point M„. c'est-ii-dire en y faisant brusque- 
ment «^0. On sait ^28) que l'on obtient ainsi une intégrale 
convergente et qu'on la calcule, en entourant le point Mj d'une 
courbe (; que l'on fait ensuite évanouir. La limite ainsi obtenue 
est-elle égale ii S„'/ Cette question n'a pas de sens précis, car 
l'intégrale convergente qui fournit la valeur de X au point M„ 
est semi-convergente. Sa limite dépend donc de la succession 
des formes que prend la courbe (' en venant s'évanouir au 
point Mj. 

Cependant, parmi ces valeurs, on peut eu distinguer une que 
l'on appelle valeur priniipiile et que l'on obtient en faisant éva- 
nouir la courbe C, de manière qu'elle se projette toujours sur 
le plan des xy, suivant une circonférence ayant M, pour centre. 
Désignons par X„ cette valeur principale, ou peut démontrer que 
l'on a : 



ntentc d'indr<[uer le 



51. Prenons des axes rectangulaires quelconques et résumons 

rapidement les résultats de toute cette étude. Supposons que le 

point M vienne traverser la surface, au point M„, où la densité 

est )f.; soient a, ^, Y les cosinus directeurs de la normale en ce 

point Mg. Au lieu des composantes de l'attraction, considérons, 

ce qui revient au même, les dérivées premières du potentiel. 

dV 
La dérivée suivant la normale —, — , fait un saut brusquede 4t:u. 
dn ^ ' 

1 1- ■ ■ ^V OV is\' -, , 

Les dérivées -r — i ^^ — , -r — lont des sauts brusques, égaux res- 

ù\ dy ùz T ' n 

pectivement îi 4aTr[i, 4^;i, 4Y7tj* et les valeurs principales sur 
la surface, en M,,, des intégrales qui représentent ces dérivées 
sont égales respectivement à la moyenne arithmétique des valeurs 
obtenues en faisant tendre M vers la surface au-dessus et au- des- 
sous. 
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52. Remarque sur les dérivées du potentiel d'un volume atti- 
rant. — Soit T un volume attirant, S la surface qui le limite ; 
son potentiel est : 

*.'(T) r 






dV 
L'une de ses dérivées, -r — , par exemple, est donnée par : 



dV /» du' 1 , , r — aa' 



^' ^ àx Jti <^x' r ' X 



dco'. 



(T) ^^ * */(Si 



C'est la somme de deux potentiels, l'un de volume, l'autre de 
surface (36). Les dérivées premières de V sont donc continues 
quand on franchit la surface S. 

Si, maintenant, on prend les dérivées de -:r — , on voit, en consi- 
dérant le second membre, que les dérivées du potentiel de volume 
(première intégrale) restent continues en vertu de la remarque 
précédente; mais les dérivées du potentiel de surface (deuxième 
intégrale) éprouvent des discontinuités. Les dérivées secondes 
du potentiel Y éprouvent des discontinuités. Klles se calculent 
sans peine. Les sauts brusques sont : 



d^'^ 
Ô^ 



P^"^ ^IwT- '' ^* *'^I^' 



dydz ' ' ^' 
dzdx ' ' ' 



: 4 ,3*7r;ji. 



dy- 



Le laplacien AV fait un saut brusque de 'Îtîijl, ce que nous 
avait montré déjà l'équation de Poisson. 



.le lu - 



53- Cas singuliers. — Dans l'étude des surl'iici 
nous avons l'ait deux hypothèses. 

1" Le point M„ est un point orilinti: 
possède un plan tangent bien déter- 
miné. 

2" z' est dévehippable suivant les 
puissances croissantes de x', y'. 

Nous avons vu <]ue, dans ces condi- 
tions, les composantes éprouvent des 
discontinuités, mais restent finicB. 

Il n'en est pas de mf me, si on sup- 
prime ces hypothèses. Kn voici deux 
exemples. 

1" Siirf'iirr fonit/tif. — Soit ( 
cône droit SA„Bj (fig. it7i, sur la sur- n^_ j. 

l'ace duquel nous supposons répiiiiduc 
une couche de matière attirante, de densité constante, 
nous d'évaluer l'attraction au sommet. 

Sur l'une des génératrices SA„ prenons les longuei 

SA, =4 SA. 



ce et elle y 




Propo. 



S.\, 
SA, 



-SA, = -~^\. 



Pur les points de division A,, A,,...., A,... menons des plaus 
parallèles ii la base A, B,. Nous pnrtagcons ainsi la surl'ace du 
cône en portions, dont le nombre est illimité; leurs attractions 
newtoniennes, an sommet du coue, sont égales ; leur somme, qui 
est rattraction du cône entier, est donc infinie. 

2" Bortl d'une mu-fare attirante. — Soïl une surface attirante 
ayaul la l'orme d'un dcmi-ccrclc; supposons-y la densité cons- 



no ruÉORJH BU potestiei. yEnroyiE\ 

tante. Soit (fig. 38) A, B, le diamètre et A„MB„ la demi-ciicoQ- 
férence, qui limitent ce demi-cercle. Proposons-nous d'évaluer \ 
l'iittroction du demi-cercle au centre O de la circonférence. 
A„ Prenons 'sur OA^ â partir de les loi 

OA,_i^. 




0A„ 

2" 



etc. 



et, par les points de division A,, A,,., 
traçons des dcmî-circonfcienc 
tritjues à la grande et limitées au m^me j 
diamètre. On partage ainsi le demi-cercle '] 
en demi-couronnes, dont le nombre est illi- 
mité et qui ont toutes ini^nii» action an cen- 
totale est donc infinie. 



54. Potential logarithmique d'une ligne attirante. — Tous les 
résultats obtenus, dans l'étude des surlacea attirantes, s'étendent | 
uu potentiel logaritlimiquc d'une ligne attirante plane. 

La composante tangentielle reste continue, quand on traverse < 
la ligne ; la composante normale l'ait un saut brusque de 2n(ji, 
quand le point attiré traverse la ligne, en un point on la densité 
est ;jL. (juant au potentiel, il n'éprouve Hucuiir diseontiunité. 

55. Remarque sur un lemme fondamental dans la théorie des 
surfaces attirantes. — Un lemme a Joué, dans toute cette théorie, 
un rôle loiuliimental. C'est le suivant ; 

i.'i,.iég„k. 

/' I {x',y''d.\dy' 



est une l'onction continue de x.y, z, si la fonctid 
en tout point du champ d'intégration (42), 



I r reste limitée i 
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Nous avons fait usage aussi du lemme suivant. L'intégrale 

z f (x,z) dx 



X 



'0 ? [^) 

rdx , ' 

. , quand z tend vers zéro et que / augmente 

indéfiniment, pourvu que certaines conditions énumérces au para- 
graphe 43 soient remplies. 

Ces deux lemmes sont des cas particuliers du théorème sui- 
vant. 

Théorème. — Soit l'intégrale : 

étendue à un certain domaine S. 
Supposons : 

1^ Que le contour C qui limite S ne dépende pas de z. 
2^ Que Ton ait en tout point de S : 

^ étant une fonction positive. 
3* Que l'intégrale 

J? dxdy, 

étendue au domaine S, ait un sens. 
4^ Enfin, que Ton ait 

quels que soient x et y, pourvu qu'ils restent fixes. 
Dans ces conditions, on a la relation : 

Lim,==oJsj f(x, y, z; dxdy =j^^^ f (x, y, 0) dxdy. 
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56. Potentiel newtonien d'une ligne attirante. — Soit (fi g. 39; L 
une ligne attirante, jjl' la densité linéaire variable d'un point à 
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l'autre de cette ligne. Soit, en outre, M„ un point de L et M un 
point extérieur b L, mais situé dans le plan iiormiil îi la courbe 
mené par M„. Xous nous proposons de voir ce que devient le 
potentiel newtonieii, en 
M, lorsque ce point tend 
vers M„ en suivant la 
normale ilM^. 

Appelons ds' un élé- 
ment de longueur de la 
ligne L. 1' le centre de 
gravité de cet élément, 
r la distance MP ; le 
potentiel, en M, a pour 
expression l'intégrale 
curviligne ; 

l'ds' 




^■-P 



élenduo à tous les clé- 
ments ds' de L. Pour 
l'étudier, prenons pour 
origine des coordon- 
nées M„, pour axe des X, la tangente en M^, et des axes rectangu- 
laires. Appelons 0, y, /. les coordonnées deM,x',y', z' celles de P; 
projetons P eu P' sur l'axe x'x ; les cuordonnccs de P' sont : x' 0, 0. 
Menons les droites JM„P, M„P', MP, MP' et posons : 



MM, 


=i/;r 


+j"+ï' 


= V,< 


+ z' 1 


MP' 


■+(y-.v 

' + >■'+ 2 


)'+(2 


-'7. 


M,l' 


= V>L 


+;'■ + « 





Partageons lu ligne L en deux tronçons, L, et L,, le point Mg 
se trouvant entre les deux extrémités de \.^. Le potentiel V est 
la somme V, -|- V, des potentiels respectifs de L, et L, ; le poten- 
tiel V, de L, reste continu i[uand on traverse la ligne en M„; il 
nous suftitdonc d'étudier V,, 



i 
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Appelons ç l'angle de la tangente en ds' avec Taxe des x, 

on a : 

dx' 



ds'== 



eus 9 



On peut choisir le tronçon L, assez court pour que, en chacun 

de ses points, on ait 

1 



COS 9 



<K, 



K étant un nombre fixe ; cela est possible, puisqu'au point M^, on 
a : cosf =1; si nous supposons, de plus, jji' fonction holomorphe 

de l'arc, on peut assigner sur L, une limite supérieure y à — — — et 

écrire : 

V-' 



COS '^ 



COS © 



<ï- 



Enfin on peut facilement montrer, comme nous l'avons fait dans 

,1. j j r 1 r„ r' r z' V^v'=^+z'* 

1 étude des suriaces, que les rapports— ^, — ,-7-, — 57-^^ — ^ 

^ rr r r r r^^' rj 

restent finis ; appelons alors A,B,C,D des limites supérieures 

de ces rapports, il vient : 

-^<A; — <B; --r<C; -^— 
r r r 

Abordons maintenant l'étude de Vj. 



ji. 



<D. 



57. V, peut s'écrire : 



* J COS 



dx' 



o 



Cette intégrale est étendue à la portion A'B' de l'axe des x, 
laquelle est la projection, sur cet axe, du tronçon de courbe 
L, =AB. 

Comparons cette intégrale à la suivante : 

J COS» r 
et à l'intégrale : 

/' udx' 
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Ces trois intégrales, étendues au même champ A'B', repré- 
sentent, toutes trois, les potentiels en M de la même portion de 
ligne droite A'B'. Mais, dans V,, la densité est variable et d'une 
expression assez compliquée : 

ix' r' 



cos ^ 



dans V/, la densité est plus simple, mais variable encore : — '- — ; 

* '^ * cos rf 

enfin, dans V/', la densité est constante, elle a pour valeur celle 
delà densité [jl qui existe, en M^, dans la distribution primitive. 
Nous allons ramener Tétude de V, à celle de V/, puis à celle 
de V/'. A cet effet, écrivons V, de la manière suivante : 

* J cos'jî \ r v' ) J \ cos? V r' V * r' 



ou, en appelant J, la première intégrale, J, la seconde, J, la troi- 
sième : 

Étudions successivement ces trois intégrales. Commençons 

par J^. Montrons que la quantité sous le signe | reste finie : 
m' . . ^ ,11 



COS cp 

1 


Litchi IC 


Ul Cl 


' ^ r 


récrire : 










1 

r 


1 r' r 




r' rr' 


Or 




h 






''—r\<Vy"+z\ 


et 




1 1,1 

rr r' r 


donc 


l 

r 








1 
r' 


< -"-—T- h - — 1 
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Reportons-nous maintenant aux limites supérieures indiquées 
au paragraphe 56 ; on voit que 



<DAS 



V/y'i 


-Hz'* 


r' 


Vy" 


+ z" 



./i 



< DA*C^ 



Bref 



1^ 

r 



est fini; la fonction, qui est sous le signe | , 

dans Jp est donc limitée. 

Occupons-nous de J,. La fonction sous le signe | est 



\ cos ç *^ / 



jx' étant une fonction holomorphe (56) de x', — [xestdé- 

• T 

veloppable, suivant les puissances croissantes de x' ; il n*y a pas 
de terme tout connu, le développement commence par un terme 
du premier degré et le rapport suivant : 



cos:? 



— 1^ 



reste fini ; soit a une limite supérieure de ce rapport, on peut 
écrire : ' 



et, par suite, 



Or : 



!*' 












- ' 


u, 


cos 


? 




i 






x' 





<«, 



V-' 


t^ 


cos:? 


r' 





< a 



..' 



<a 



X 



C<aC 



X 



r. 



A < aAC . 



La fonction sous le signe | , dans J,, reste donc limitée. 
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Nous venons de démontrer que, dans J^ et J,, les fonctions sous 
le signe j sont limitées ; montrons qu^on peut en conclure la con- 
tinuité (le ces deux intégrales^ considérées comme fonctions de p. 
Paisons la démonstration pour J^. Appelons J,^ la valeur de l'in- 
tégrale J, au point M© : 

J cos s \ ro r\ J 
Je dis que : 

(1) Lim J, =JÎ. 

9 = 

Posons, en effet, 

MoA' = a , M,B' = b ; 

les limites des intégrales J^ et JJ sont — a et b : 

j,=/'-±L(±_4)d. e. j;.r-i^(-L_l.)jx'. 

* cLa cosç \ r r' / J_a cos5) \ r,, r'^/ 

Il nous suflit évidemment de démontrer la relation (1) pour les 
limites o et b, la même démonstration s'appliquant aux limites 
— a et b. 

Démontrons donc que : 

^ Jo cosç \ r r / Jo cos» \ r,, y\J 

Soit r,, un nombre compris entre et b; on a évidemment : 

Ç= f+ f. 

*/0 «-^0 «-A; 



Posons : 



/^' a' dx' , /*'• u! dx' 

V = / — '- , V = / —^ —, 

X cos a r X cos :5 v 



? 

dx' 



u = / —^ , u'= / — ^— 

J- cos '^ r J^ cos » 



Enfin, appelons v,, v,', u„ u,' les mêmes intégrales où Ton rem- 
place r et r' par r, et r^. Alors, M désignant une limite supérieure 
de 



[)s » \ r r' / ' 



cos 
on a : 

I V — v'I < Mti, 

h'o — vj <Mr.. 
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D'ailleurs, dans les potentiels u, u', Uq, Uo\ le point M^ n'est pas 
un des points attirants, puisque ces intégrales ont pour limites 
7j et b. 

Ces potentiels sont donc continus, au voisinage de M^. Écri- 
vons alors : 

(2) r_j^(i._4)dx'-r-j^fi— L)ax' 

^ ' Jo cos ç \ 1- r' / J„ cos ? \ r, ri / 

= (v - V) - (V. - v); + (u - u.) - (u' - u'J, 

et soit e un nombre positif donné aussi petit qu'on le voudra ; 
nous pouvons choisir r^ de telle manière que : 



alors on aura : 



Mr, <-^; 



Iv — v' — (v, — v,)|<4; 



7^ étant ainsi fixé, prenons p assez petit pour que : 

I u — u J < -^, 

le premier membre de Tégalité (2) est ainsi rendu plus petit 
que c. Il tend donc vers zéro, quand p tend vers zéro^ et la pro- 
position annoncée : 

Lim J, = J,^ 

? = o 

est démontrée. 

J, est donc une fonction continue ; la même remarque s'ap- 
plique à J,. 

Avant d'étudier J^, faisons une autre remarque : J, n'est autre 
que V, — V(; démontrer que J,, c'est-à-dire V^ — V,', est continu, 
c'est ramener l'étude de la continuité de V, à celle de V/ ; 
de même, J, est égal à \[ — \['\ le problème est ainsi ramené à 
l'étude de V,', qui n'est autre que l'intégrale J,. 
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58. Étudions donc l'intégrale 

J,=Vi'=jf-g-dx'; 

[X étant constant, elle s'écrit : 

r^ dx' 

et a pour valeur : 

2V/Iîb 



2[xlog 



P 



On a donc, pour Y", l'expression suivante obtenue en dévelop- 
pant le logarithme : 

\7=— 2|Alog,oH-2jAlog2V'^ 
et, pour V,, 

V. = — 2 jAlog p + 2 ix log 2 \/I^ + (Vî — V;») 

(vr-v/'»)+v(p). 



VJ, Vj'® etc., étant les valeurs ^des intégrales au point M^ 

et W(p), une quantité qui s'annule avec p. 
Posons : 

N = — 2 [iilog 2 V^î^b + (Vî — V;«) + (Vi^ — Vn, 

on aura : 

V. = -2j*log? + N+V(?)- 

On voit que le potentiel V, et, par suite, le potentiel V de la 

A, "Mo B 

Fi g. 40. 

ligne entière augmentent indéfiniment^ quand le point M s'ap- 
proche indéfiniment d'un point M,, de la ligne. 

La quantité N, qui entre dans son expression, ne dépend pas 
de p ni, par suite, du point M, mais seulement des coordonnées 
du point Mo. 

Calculons cette quantité dans deux cas particuliers : celui 
d'une droite homogène et celui d'une circonférence homo- 
gène. 
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Soit AB (fig, 40), un segment de droite atlininte homogène de 
densité jji, les autres nututions ^tunt les mêmes que précédem- 
ment. On voit sans peine que l'expressioD 

v; — vi' + (\7 — vi'°), 

est égale :i zéro ; la quantité N se réduit donc ù 

a cl h étant les luiigueurs M„A ft M„B. Le potentiel prend alors 
lu tnrme : 

f'esl l'expression que nous avions trouvée au paragraphe 14. 
Passons au cas plus important d'une circonlcrence homogène. 

59. Cas d'osé circonférence homo^ne. — Nous avons déjit (17) 
calculé le potentiel d'une circinirérenee homogène, en un point 
intérieur ou extérieur, ii l'aiih- de la mni/e/ine arithmèliio-gèo- 
mètritfue de Gauss. 

Voyons ce qui se passe, quand le point alliré M est très voisin 
de 1» circonférenee. 

Menons toujours (fig. 4tj la 
longueurMM,; soit, en outre, -^ 
la densité de la matière atti- 
rante. Le potentiel, en M, est 
donné par l'expression : 

(1) V=-2,ul„g,= 4-Nî 

nous négligeons ''l'(^) qui s'an- 
nule avec p. 

Nous avons dît que lu quan- 
tité N ne dépend pas des eoor- Ki|f. u- 
données du point M, mais peut 

seulement dépendre de celles du point M„ ; iei, en veiln de la 
symétrie, N ne dépend même pas de la position de M„ et, par 
suite, son expression ne doit contenir que la densité ji et le rayon a 
du cercle; voyons de quelle manière [t et a entrent dans N. 
Pui.-i;:jtliÉ. Paient. Nvwl. 9 
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I.e potentiel V envisagé sotis sa fnrme urdinuire 



,2) 



V^/P 



est mn ni Teste m eut proportionnel ii ij.; 
forme (1), il se compose de deux torin 
proportionnel à [t: le second, \, doit di 

Cela posé, considérons encore V sous la l'orme (2) ; dans l'in- 
tégrale du second membre, [x est un nombre, ds' et r sont des 
longueurs ; si l'on 'multiplie toutes les longueurs par un même 

nombre, le rapport nechangi 



mais, envisiige sous 
s, dont le premier est 



ch„„ 



plus. Par conséquent, quelle que soit la forme de son expression. 
le potentiel V doit ^tre homogène et de degré zéro par rapport 
aux longueurs qu'il contient ; par exemple, si on l'exprime, 
comme dans la formule (Ij, en fonction de p et a. il ne doit con- 
tenir que le rapport de ces deux longueurs. 

D'après tout cela, V doit être nécessairement de la forme a 
vante : 



(3) 



V = - 



, indépendant par conséquent des quantités || 



K étant un 
a et ^. 

Pour achever le calcul de V, il nous reste ii calculer K. 

Nous nous servirons pour cela des résultats établis antérieur^ 
ment {\1 el 18). Soit M, le point ou MM„ perce de nouveau J 
circonlérence ; posons ; 

5 = MM„ 



et appelons o (p,S) l'inverse 
Irique de p et 5 ; on a (18) : 

V =^ 2T:[jia©(p,5i. 

Considérons )e plan P, perpendiculaire au plan de la circonf^ 
renco et passant par M,M„; prenons ce plan P comme pion d 
tableau (fig. 42). Si le point M sort du plan primitif et se déplti 
dans P sur une deuxième circonférence, tracée dans co plan t 
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point Mo comme centre, avec p pour rayon, la formule (3) montre 
que V ne change pas ; dans ce mouvement, o varie depuis 2a + p 
jusqu'à 2a — p. Donnons alors h M une position telle que p 




Fig. 4'^. 

prenne la valeur 2a et calculons le potentiel, en M, dans ces con- 
ditions. On a : 

V = 2 7rjjLa;p(3,2 aV 

Rapprochons cette formule de la formule (3) et égalons les 
deux expressions de V, il vient : 

2 ,:.ua? (o, 2 a\ = - 2 jx log -^H- K;a; 

d'où : 

1 a K 

Donnons maintenant à a un accroissement Qp dépendant de 
p et s'annulant avec lui; on vérifie, sans peine, que ç(p,a)prend 
un accroissement qui s'annule aussi avec p ; comme nous négli- 
geons les termes qui s'annulent avec p, nous pourrons négliger 
cet accroissement et considérer comme égales les deux expres- 
sions ç(p, a) et o(p, a + 8p). 

Cela posé, observons que, 'f (p, 2a) étant Tinverse de la 
moyenne arithmético-géométrique de Gauss, on ne change pas sa 
valeur en remplaçant p et 2a respectivement par leurs moyennes 
arithmétique et géométrique ; on a donc 

5.(p,2a)=»(a+-|-,V^). 
Or, en vertu de la remarque précédente, on a : 
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et, comme, dans Texpression de ç, on peut intervertir Tordre des 
variables sans changer f , on a aussi : 



T^ + -|- , v/2ap)= cp (/2^o, a) ; 



on peut donc écrire : 

(5) o(p, 2a) = ?(\/2Tp,a). 



Reportons-nous à l'égalité (1) et changeons-y p en V^2ap et 2a 
en a, cette égalité deviendra : 

Comparons maintenant les égalités (4) et (6) ; les seconds mem- 
bres de ces égalités doivent être égaux, puisque les deux pre- 
miers le sont, en vertu de l'égalité (5) ; on a donc : 

1 , a K 2 , a K 



Tra ^ p 2 7:a ira 2V^2ao ^^a ' 

ce qui peut s'écrire, en transformant le second membre de cette 
nouvelle relation : 



7:a '^ p 2 7:a r.w 


log 


a K 

8,0 ' «a ' 


ou encore : 






1 , a . K 1 , a 

loff h 75 lofiT 

-a " p ira ira ^ p 





^ log8+ "^ 
7ra ^ 7:a 



la. 
— log — disparait et Ton tire finalement : 

7wa p 

K =21og8. 

Le calcul de V s'achève, en portant cette valeur de K dans l'ex- 
pression de V : 



P 
Telle est lu valeur approchée du potentiel, quand p est très petit 



CHAPITRE IV 



LA FONCTION DE GREEN ET LE PROBLEME DE DIRICHLET 



60. Théorème de la moyenne de Oauss. — Soit Y une fonc- 
tion des trois variables x, y, z, continue ainsi que ses dérivées 
premières dans un certain domaine ; supposons que ses dérivées 
secondes existent et soient généralement continues, les disconti- 
nuités, s'il y en a, se trouvant sur des surfaces algébriques 
d'ailleurs quelconques. 

Soity en outre, M^ un point de ce domaine et S une sphère, 
ayant pour centre M^ et située dans le domaine considéré ; on 
appelle moyenne d,e la fonction V sur cette sphère l'expression : 



fVdw 



47zr^ 

l'intégrale étant étendue a tous les éléments do de la surface de 
la sphère et r étant le rayon de cette sphère. Soit enfin V^ la 
la valeur de V au point M^. 

Le théorème de la moyenne de Gauss est le suivant : Si la fonc- 
tion y satisfait à Téquation de Laplace 

AV =0, 

en tout point du domaine, on a la relation : 

M = V, 
quel que soit r. 

Pour démontrer ce théorème, changeons de variables et pas- 
sons eu coordonnées polaires; les formules de transformation 

sont : 

X = r sin h cos ro. 

y = r sin 9 sin ^, 

z = r cos 9, 



Oî 
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Torigine primitive et la nouvelle étant toutes deux au centre M. 
de S et les courbes 

y == const, 8 = const, 

désignant les méridiens et les parallèles de la sphère. 

Partageons la sphère en éléments de surface très petits, dw, a 
Taide de ces deux systèmes de courbes; on a : 

d(o = r' sin 8 dQ d», 

ê 

et l'expression de M devient : 

/• Vr«sin6ded:p 1 /*., . n ,û , 

M = / -, — :; i- = -7 — / V sm 6 d8 dï), 

les limites de cette dernière intégrale étant : 

pour ç : et 271, 
pour 8 : et ?:. 

Les limites étant constantes, on peut difTérentier sous le signe | , 

et écrire : 

dM C sin e dV ^^ j 

— î — = / — 7 — -^i — a»Jd'j, 
dr J 4?: dr *' 

ou, en revenant aux anciennes variables, 

dM r dV d(o 



— C "^ 



dr J dr 47:r*'' 



» » 



ce qui peut s écrire : 

dM 



\\__ ç AN dco _ 1 r dV 

r J du 47îr* 47:r'' J du * 

Mais on a vu (20) que l'on a, en désignant par T un volume et 
par S la surface qui le limite, 

la seconde intégrale étant étendue au volume T et la première k 
la surface S; cela a lieu sous certaines conditions de continuité, 
([ui seront ici remplies, si nous prenons pour surface S la sphère 
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-et, pour volume T, l'iiilérieur de celle sphère. Mais, vu l'hiuiui- 
[wint de l'inlprienr de la sphère, on a 



/AVd,=0, 






= 0. 



M est donc indépendant de r. Or, quand r tend vers zéro, les 
valeurs de V sur la sphère tendent vers V,, l'intégrate /Vd&i lend 
vers 4î:r'V, et enfin M lend vers \^; comme M est fixe, on doit 
constamment avoir M :^^ \\- 

I.c théorème de Gauss est dune démontré. 



61' FODctions harmonîqueB. — On appelle fou 
nitfiie, dans un domninc donné T, une l'onction (jui, dan: 
domaine, possède les propriétés suivantes : 

1" Klle est continue; 

2° Ses dérivées premières existent et sont continues; 



3' Ses dérivées secondes existent et 
nues, les discontinuités, s' 
algébriques quelconques; 

4' F.llc satislait i< l'équal 



t généralement conti- 
il y en a, se trouvant sur des surfaces 

ou de Laplace ; 



1\ = 



= 0. 



La fonction 
fonetl 



rèdent , 



iirféréc iiu paragraphe 
irmunique. 

Voici une propriété importante de ces fonctions. Soient T un 
volume, S la surface qui le limite et V une fonction harmonique 
dans T. Puisqu'elle est continue, elle a un maximum qu'elle 
atteint pour un point du domaine. Je dis que ce point n'est pas ti 
l'intérieur de T, miiis sur S. Supposons, en effet, qu'il soit inté- 
rieur a T ; on peul l'entourer d'une sphère, ayant ce point pour 
centre et loul enllire inléricure it T. Kn tout point de la sphère. 
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lu valeur de V est inférieure au maximum V,, ; l'intégrale /XAm 
donc inférieurR ù ^nr^V^ el enfin la moyenne M est inférieure ii VJ 
mais, d'après le théorème précédent, on doit avoir M ^^ V,; t 
est donc impossible que V atteigne son maximum dans l'intérieifl 
de T; elle l'atteint sur la surface S. Pour les mêmes raisons, 1 
a un minimum et elle l'atteint sur S. 

On peut donc énoncer, en général, le théorème suivant : 

Une fonction harmonit]ue dans un domaine n'alteinl non maxH 
muni et son minimum ifiie sur lu surface qui limite ce domaine. 

On en conclut sans peine le corollaire suivant : Si une fonction 
harmonique est positive sur la surface, elle l'est dans le volume 
limité par cette surface. 

Toutes ces propriétés sont vraies, que le doniiiiue soit sinipU 
ment ou multiplcment connexe. 



!tinet de faire les reniai 



62. Le théorème qui précède 
ques .suivantes : 

1. — Supposons le domaine T limité; soient g le maxiniun 
d'une fonction V harmonique dans ce domaine et h son : 



dans l'intérieurtle T : h < V < g. 

II. — Supposons le domaine T constitué par toute la portio] 
de l'espace extérieure ii une «ai face S ; ce domaine s'étend d 
la surface jusqu'à l'infini. Décnivons une très grande sphère î 
entourant S. Soient g el h le maximum et le minimum sur £ 
g' et h' le maximum et le minimum sur S'; on a : 

sur S : h < V < g. 
sur S' : h' < V < g'. 

Le maximum de V sera la plus grande des deux quantités g et g 
pour le volume compris entre ces denx surlnccs ; le mininiuoi 
pour ce même volume, sera la plus petite des quantités h et h'. 

Supposons maintenant que, S restant fixe, le rayon de S' { 
disse indéfiniment et que V s'annule ii l'infini ; g* et h' tendq 
vers zéro. Plusieurs cas peuvent alors se présenter i 
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\? Supposons h positif; g Test aussi et, si S' est assez grand, 

on a : 

h' < h et g' < g, 

et, par suite, 

g > V > h', 

ou 

g>v>o, 

dans tout Tespace extérieur à S. 

2^ Supposons 

g>0>h, 

on a : 

h<h', 

et, dans tout l'espace extérieur à S : 

g>V>h. 
3** Supposons 

0> V> h, 

on voit de la même façon que, dans tout l'espace extérieur à S, 
V est constamment négatif. 

C'est un de ces trois cas qui se présente, pour le potentiel dû à 
des masses situées à distance finie. 

III. Reprenons le cas d'un domaine limité compris à l'intérieur 
d'une surface S; on a les inégalités 

g > V >h : dans T, 
g ^ V ^ h : sur S. 

Si donc, en tout point de S, la fonction est nulle, elle est nulle 
aussi, en tout point de T. 

IV. — Soit une fonction V, harmonique dans tout l'espace et 
s'annulant à l'infini. Je dis que Ton a V^O dans tout l'espace. 
Traçons, en efTet, une sphère de très grand rayon; les valeurs 
de V, à l'intérieur de la sphère, sont comprises entre le maximum g 
et le minimum h, lesquels sont atteints par la fonction sur la sur- 
face et tendent par suite vers zéro, quand le rayon de la sphère 
croît indéfiniment; V tend donc vers zéro, à l'intérieur de la 
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sphère et, comme sa vuleur on chaque point esthSen déterminée, 
cm a nécessairement V ^0 dans tout l'espace. 

63- Ce qui précède nous permet de trouver les propriétés carac 
téristiques de la fonction potentielle (cas de l'attraction newto- 
nienue), c'est-à-dire les conditions nécessaires et suFBsantes poui 
qu'un? l'onction représente un potentiel newtonien. 

Soit une l'onction V satisfaisant aux conditions suivantes : 

1" V est continue dans tout l'espace. 

2" Ses dérivées premières existent et sont continues, à l'inté- 
ricur et à l'extérieur d'une surface S donnée ; mais, quand on 
franchit la surface, elles éprouvent des discontinuités ; elles ten- 
dent vers des limites dilTércntt^s, mais hien déterminées, quand 
on tend vers la surface soit par l'intéi'ieur, soit par l'extérieur, 
et ces limites sont telles que, seule, la dérivée prise suivant I» 
normale éprouve une discontinuité ii la traversée, les dérivées 
tangentielles de S restant continues. 

3° A l'extérieur de S, on a 

AV = 0. 

4" A l'intérieur, iV est quelconque 

5° V s'annule ii l'infini. 

Ces conditions sont évidemment nécessaires pour définir 
potentiel newtonien, puisque tout potentiel newtonien les possëi 
Nous allons montrer qu'elles sont suffisantes, c'est-ii-dire qu'e 
définissent une fonction et que celte fonction est un potcntii 

Appelons T le volume enfermé dans S. En lout point d(3 
T, AV est quelconque, mais doi 

iV = 



4 



'), 



i étant i 



alors la fonction V, 



V. =- 



r/^^ 



dV; 



c'est un potentiel de volume, où f désigne la deni 
demment, en tout point x, y, z du volume T, 

iV, = -,(>:.)■.«)■ 
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Soit mil i 11 tenant ■{'("i )'-. •'-) ""*' fonction définie sur In sur- 
face SpI exprimant, pu chaque poini, le siiul brusque de la dérivée 
de: V suivunt la normale ; puis posons : 

4iî J,s, r 

eetti- intégrale double étant étendue ii tous les éléments du»' de S. 
La fonction V, satisfait à la deuxième condition imposée à la 
fonction V. car c'est un potentiel de surface où la densité est 
représentée par la fonction ■^. 

La somme des deux potentiels ; V, + V„ remplit toutes les 
conditions imposées li la fonction V ; on peut donc la prendre 
pour fonction V. 

Montrons que cette fonclion est unique. 

Supposons, pour un instant, qu'il v en ail une seconde V; con- 
sidérons la dillérene- 

V— iV, + V,). 

Elle remplit les conditions suivantes : 

1° Elle est continue, dans tout l'espace, ainsi que ses ilêiivées 
partielles du premier ordre ; 

2° KUe satisfait, dans tout l'espace, ii l'équation de Luplace. 
Celte différence est donc une fonction harmonique dans tout 
r«8pQce ; 

3° Elle s'annule â l'infini. 

En vertu de la Remarque IV du paragraphe précédent, elle 
est identiquement nulle; donc la fonction V, + V, est uiiiqi,ie. 

Bref les cinq conditions énumérées plus haut sont suIKisantes 
pour définir un potentiel et ne définissent pas d'autre fonction. 
Ce sont bien les propriétés caractéristiques cherchées. 

REMAaQt;B. — Comme on le voit d'après les énoncés mêmes, 
il ne s'agit, dans tout ceci, que des potentiels de surface et de 
volume. Ceux de ligne, par exemple, sont exclus. 

Les propriétés que nous venons d'élablir ont une grande 
importance pour tout ce qui va suivre. 

64- Problème de Diricblet. - Problème intérieur. — Problème 
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extérieur. — Lp problème intérieur île Diricblet s énonce uinsi : 

S<iLt ini volume T limité par une surl'nce S, Trouver une 

l'onctioii V des trois variables x, v, z siilisfaisiint iiux conditii>n!i 



1" p:n tout point de T, elle . 

partielles des deux premiers > 

2" V.n tout point de T, elle 



laiti,]V,i,K,ti 



iV = 0; 



([ue ses dêrivi 
on de Laphice 

on donnée T il 



3" Sur la surfiicp S, elle sf réduit îi ui 
On peut démontrer les deux lliêorênif 

1. — Si le problème intérieur de Diriohlel l'omporte une 
solution, il n'en comporte (qu'une. 

Supposons, en elVet, pour un instant, qu'il en comporte deux ( 
soient V et V les deux (onctions ainsi obtenues. On i 

AV = dans T, AV = dans T, 
V = U sur S, V =U sur S. 



V — V = F. 
sTiiît aux eondilioiis suivantes : 



il- -^ (», da 
F ^U, sui 



S. 



l'iir tonséiluent, en vertu d'un théoicme démontré au paragrapH 
précédent, on a partout, dans T, F ^U et, par suite, V^V 
il ne peut doue pas exister deux solutions distinctes du prublèq 
énoneé. 

II. ' — Le problème comporte toujours une solution. ' 
énoncé est connu sous le nom de principe de Din'clilct. 

Nous nous en oeeuperons dans un autre chapitre. 

Voici maintenant renoncé du /irolilème cr/érieiir de Dirichté 

On donne une snrracc l'ermée S et l'on considère l'e 
extérieur ii S, c'est-à-dire l'espace qui s'étend depuis cette su] 
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riic<> jusqu'ù rinfiiiî. Ou demande di- tronvci- iini> roncliiin V siilis- 
luisant aux conditions suivantt's : 

1" En tout point de l'espncc considcn', la l'onction V est 
continue, iiinsi que sps dérivées des deux premiers ordres ; 

2" Fn tout point du même espace, elle satisfiiit il l'équntiun de 
l..pl.co : 

AV =0: 

? U (les 



.(" Sur la surfile- S, elle se r 


nliiil il une 


funitU.,. 


coordonnées ; 






4" Elle s'annule i. riiifinl. 






On démontre, comme daus I 


■ ™. d„ pr 


.bli-n,,- u 


1. Que, s'il y a une solution 


il n'y en 


1 qu'iiiio ; 



65. Extension &u cas de deux variables. - — Les dêlinitlnns et 
théorèmes qui précèdent s'étendent an ciis di' deux variables 
sans diniculté. 

La dérmition des fonctions liarmoniqnes esl la mAme ; il suffit 
du remplacer les muls volume et surlace par aire plane et 
contour. 

Le théorème de Gauss pour une fonction hariiioni({ue devient : 



" Z -V J 



la sphère a été remplacée par un cercle, sa surface par une 
circonférence, son aire 4T:r* par la longueur 2 Tir de la circonfé- 
rence, l'intégrale douWe / V dw par l'intégrale curviligne 1 Vds 

Les remarques sur les limites supérieure et inférieure des fonc 
tions harmoniques se généralisent immédiatement et la modiiica 
lion, dans chaque cas, pour transposer les énoncés, est évidente. 

Cependant les considéralions faites dans le paragraphe 62 (11) 
il propos des fonctions harmoniques à l'extérieur d'un domaine 
donné et ii propos du potentiel newlonien, ne se généralisent pas. 
Cela tient h ce que le potentiel logarithmique ne s'annule pas 
k l'infini comme le potentiel newlonien. 

Voyons ce qui se passe, dans ce cas. 




liï 
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Soil un contour plun C. enloiiré d'un cprcle de tips grand 
nijon C ; considérons le potentiel logurithniiqui? d'une ccrtaini- 
distribution linéaire de mutiërc nttirunte sur le contour C et 
d'une certaine distribution superficielle de matière dans l'aire 
plane ([u'enfernie le contour C ; donnons ii g, 11, g*, h' des signi- 
fications analogues à celles qu'elles ont au paragraphe 62- Enfin 
reprenons pour le potentiel logarithmique les notations données 
au début de ce cours. On sait que l'expression ; 

V-Wlog-i, ■ 

tend vers zéro, quand p croît indéfiniment ; si donc M est difl'é- 
rent de zéro, V augmente indéruiiuient et, sur le cercle C, | V| 
est très grand quand le rayon de C est très grand ; faisons grandi 
ce rayon indéfiniment, nous devons distinguer plusieurs cas 

1"M>0; 
alors g* et h' tendent vers — x et l'on a, dans tout le doi 



■s g' et h' tendent v 



V <g. 



1 et l'o 



. dans tout le domaine, 



V >h. 

:t" M = 0. 

Alors V s'annule îi l'infini, on retombe dans le cas du putenti 
if'Wtonien et l'on a à distinguer les trois inégalités vues dans C 



66- Remarque sur le potentiel newtonien. — Supposons que ] 
désigne, non pas une l'onction harmonique, mais un polenti 
newtonîen de volume, et essayons de reprendre les niîsoil^ 
menls i'aits pour établir le théorème de la moyenne. 



Supposons que le point soit intérieur aux masses agissante 
et que lu densité soit positive, alors on n : 

iV<0, 
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ot, par suite, "^ 

dM . 

<0, 



dr 
ou enfin : 

M < V.. 



0" 



On en conclut qu'au voisinage de O, V peut être Inférieur 
à Vo; en tout cas, il ne se peut pas qu'il lui soit partout supérieur. 

Bref, Y peut avoir un maximum au sein des masses agissantes, 
mais il ne peut pas avoir de minimum. 

Soient T le volume, S la surface limite, g et h le maximum et 
le minimum de V sur elle ; on a : 

g > V >h sur S. 

On est sûr que l'on a, dans T : 

V> h 

mais on ne sait pas si l'on a : 

g > V. 

67. Conséquences de la formule de Green. — Reportons-nous au 
paragraphe 19 et reprenons les notations de ce paragraphe. Nous 
avons démontré en général la formule 

(1)... jf (UAV - VAU) a.=-jr (U -^- V ^y. ; 

les fonctions U et V et leurs dérivées doivent satisfaire, dans le 
volume T et sur la surface S, à certaines conditions de continuité 
que nous avons indiquées en établissant cette formule. Les 

dérivées -i — > — î— sont prises vers l'intérieur de la surface S. 
dn dn * 

Faisons quelques applications de cette formule. 

1" Supposons que U soit une fonction harmonique et V le 
potentiel d'un volume attirant T'; on a alors les relations sui- 
vantes : 

AU = 0, à l'intérieur de T, 

AV = 0, à l'extérieur de T', 
AV = — 4 Tîu, à l'intérieur de T', 
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jjL désignant la densité de la matière attirante dans le volume T'; 
rintégrale / (UAV — VAU)dT devient alors : 

4^/U[JLdT, 

ce qui peut se mettre sous la forme 

— ^Tzi Udm, 

en appelant dm = jxdT la quantité de matière contenue dans l'élé- 
ment dT. La formule (1) devient ainsi: 

ce que Ton peut écrire, en donnant une autre forme au second 
membre, 

la somme S portant sur toute la partie du volume T' comprise 
dans le volume T. 

2® Supposons maintenant que, U désignant toujours une fonc- 




Fig. 43. 

tion harmonique, V désigne un potentiel de surface. Représentons 
le volume T d'intégration, la surface S qui le limite (fig. 43) et la 
surface attirante S', dont V est le potentiel. Voyons ce que devient 
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alors 1)1 l'urmiile (1). Ses deux membres sont nuls si S' est tout 
entière extérieure a S. Mais supposons que S' coupe S: elle 
partage ainsi le volume T en deux autres T, et T, et lu surfuce S 
en deux parties S, et S,. Traçons deux surfaces S', et S', de part 
et d'autre de S', parallèles à S' et très voisines d'elle. Le volume T 
est alors partagé en trois parties : 

T,' eomprise entre S et S,' 

T', comprise entre S et S', 

T" comprise entre les deux sur 



Luxlllaii 
.' tend V 



Mu.nd 



T" est une étroite bande dont le volum 
les deux surfuees S', et S', tendent vers S'. 

Appliquons la formule [1 j ii chacun des tronçons du volume T 
et aux portions de surfaces qui limiteut chacun d'eux, l'our 1rs 
deux premiers, l'intégrale triple l(ViL' — l'iV)d-: est nulle; les 
intégrales douilles correspondantes sont donc nviUcs et l'on a 



dV 



dl! 



h<,....(^i-^^) 



a,„=ii 



•'lAiSiBil \ 



-IdaiH-/ iL-j \ -j— dw 



Ajoutons et liiisons passer dans le 



x.,.,+x. 



-L.."./.. 



Si S', et 


s; tel 


■lent vers 


S 


X, 

(2)- 


un n d 


ne: 

av 






Le. 


dérivée 


dV . dU . 
s — j — et — j — SUl 
dn dn 


■a, 




P0J^^- 


K^i. Put* 


at. Xewt. 





..(^■^-■ï: 



dl, J 



r[6 
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rieurciïiput aux viilumes T', el T', ; par conséquent, dans le pre- 
mier membre de cetti^ relutiun, elles sonl prises intérieuromciil 
iui volume T et diius le second extérieurement au volume T". 
(Calculons maintenant la limite de lu somme des iiitégiitles de 



La surface S' est la surface attirante ; la dérivée 



dV 



- éprouve 



donc un saut brusque quand un franeliit cette surface ; quant aux 

autres l'unetions U, V, — j — , elles restent toutes continues. Appe- 

. . dV 

Ions a la limite de — ; — sur S', quand S', tend vers S' ; et 3 la 
. . dV '^" 

limite de — j — sur S', quand S' tend vers S'. Enfin désitrnons les 



limites de V, V, — ; — par les miVmes lettres U, V, — i— 
du ' dn 



. dV 



di:\ 



du 



d..>; 



-WA^^" ' Turr-^i^''-''"— J • -d^ 

5 deux nouvelles intégrales sont étendues îi la portion de S' 
mprise dans T. l,c sens de la normale dans — j — est celui qui vu 
r« S,. On a encore : 



de*. 



Le champ d'intégration pour ces deux dernii^res intégrales est 
encore la portion de S' compris dans T. Le sens de la normale 
dans —1 — est celui nui va vers S,. Additionnons les deux égali- 
lés (3) et ;4) membre a membre; les deux intégrales / V — j — dw 
SI! détruisent parce que les sens de la normale dans ces deux 
intégrales sont inverses l'un de l'autre. 11 reste : 




■quenl, en vertu de la relation i^2] ; 



/V (a + 3) ,1,. 



foycrtoy de cntuy et phob/.lme de diriciilet li; 

Or appelons ^ In densité de la matière attirante en chaque point 
tIeS'i il résulte de I<i théorie des surfaces attirantes que, si l'on 

dV 
désigne par — — la limite vers laquelle tend la dérivée prise sui- 
vant la normale extérieure quand on tend vers la surface par 

,. . . dV , ,. . , dV . 

1 extérieur et par -, — la limite de — j — prise suivant la normale 

^ dn, dn ^ 

intérieure quand on tend vers la surface par l'intérieur, l'on a : 

Jii. Jr,, ' • 



/(' 



(,V, dm 



i^),„_..jV,a™. 



C'est la mfme formule que dans le cas du potentiel de 
m peut lui donner la même forme : 



X.^' 



Cette formule s'étend donc ii un potentiel de surface comme ii 
un potentiel de volume: elle s'étend par suite au potentiel d'un 
ensemble de surfaces et de volumes attirants. 



68- Cette formule s'applique encore si V désigne le potentiel 
d'une ligne attirante, de points attirants discrets ou d'un ensem- 
ble de volumes, de surfaces, de lignes et de points. 

On peut donc énoncer en général le théorème suivant : 
Si U désigne une font-lion liarmonii/ne et \' un potentiel netfli>- 
nicn, on ti la relation : 



(.->).. 



J|S)\ du 



d... ^'i^rSmU, 



t'inlégrule étant élcnr/iie à tons les èlihnenls dis} d'une siu face fer- 
mée t/tielconijiie S et ZmU ne s'élendant qii'aii.r masses situées 
à fintèrieiir Jii votiiine T limité par la surface S. 
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Ce théorème constitue une forme nouvelle du théorème de Green. 

Il est clair que le théorème subsiste si V désigne la somme 
d'un potentiel et d'une fonction harmonique. 

La formule précédente se modifie si U et V désignent deux 
potentiels. Soit [jl la densité de la distribution des masses m qui 
engendrent le potentiel U et soit jjl' la densité de la distribution 
des masses m' qui engendrent V, on a : 

= 47rS(m'U— mV). 

Ces deux théorèmes s'étendent au potentiel logarithmique dans 
le plan. 

69. Cela posé, considérons toujours le même volume T limité 

par S. Soient M (fig. 44) un point variable 

de S et M' un point fixe non situé sur S. 

r* Enfin, soit U une fonction harmonique dans 

T; posons 

MM' = r 

et considérons l'intégrale double étendue à 
la surface S : 




Fitf. 44. 




dU 
du 



— U 



1 



r 



dn 



do> 



Si le point M' est extérieur à la surface S, on a : 




1 du 



dn 



— U 



1 



r 



dn 



dco = 0. 



Si au contraire M' est intérieur à S et si U' est la valeur de U 
en ce point, on a : 
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1 






nt pn 



au 1- 

suivant lu nurniale extérieure. 

Ces deux formviles se dôtluisenl de 



en ehaque point de S, 



de mont ri 
1 . 



dans le paragraphe précèdent. Ilsullitdc remplacer V par- 

â-dire de considérer V cumme le potentiel newtunieu d'une 

mnsse é^le à l'unité située nu point M', 

Cette intégrate (Gi a une très grande importance; elle permet, 
on le voit, de calculer lu valeur U', en un point M' d'un volume T, 
d'une fonction U harmonique dans ce volume, pourvu que l'on 

connaisse les valeurs de U et — j — sur la surface S qui limite T. 



Une formule analogue 
rithmique dans le plan; oi 



dn 
(tsle poi 



le 



du potentiel loga- 



-i/[H(|).i^-.^].. 



le facteur 



1 



1 



/tT, 



iiplacé pi 

plane, lu surface par le contour qui limile cel 
tit'l iiewtonien — par le potentiel logarîlhmi(| 



olun. 



aire et te polen- 



70- Analogies avec la théorie des résidus de Gauchy. — On peut 
remari|U''f l'iinalogic de ce qui précède avec la théorie des rési- 
dus de Cauchy; la formule [7) dans le plan permet par exemple 
de retrouver le théorème des résidus. 

Soit une aire plaue S limitée par un contour C; plaçons-nous 
en coordonnées rectangulaires et soient x et y les coordonnées 
d'un point M. Considérons la variable complexe 

z = X + iy 

et soit f (z) une fonction de cette variable 
bolomorphe dans l'aire S, on peut poser 

f (z) = U + iT, 



la fonclion f est 



L 



iSq 
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U et T étant des fonctions réelles des variables réelles x et v, et 

l'on a : 

AU = 

AT=0 
en tout point de S ; on a en outre : 



ùU ôT 



(8), 



dx 
OU 



^y 



dT 

ôx 



Soient maintenant M' un autre point du plan, x' et y' ses coor- 
données et z' la valeur de z en ce point; on a : 

z == X H- IV . 

1 
Considérons la fonction log y ; on peut poser : 



1 



-=V+iW. 



log- 

V n'est autre que log( — jet W est comme V une fonction réelle 

de X et y, si Ton suppose M' fixe. 

Appelons enfin U' et T' les valeurs en M' des fonctions harmo- 
niques U et T ; on a, en vertu de la formule (7) et en remplaçant 

log( — Ipar son égal V : 

2.U'= r(viH._ u-^)ds 
J \ an an / 



(0) 



Cela posé, revenons aux formules (8); changeons d'axes de 
coordonnées en transportant les axes actuels parallèlement à eux- 
mêmes en un point quelconque x,,, y,, du plan, puis en les faisant 
tourner d'un angle a; appelons $ et tj les nouvelles coordonnées, 
les formules de transformation sont : 

X = Ç cos a — Tj sin a -j- x^ 

y = Ç sin a + 71 cos a -f- y\ 
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et l'on voit sans peine, en tenant compte des formules (8), que 
l'on a : 

dU dT 



isl 



dr. 



dT 
i)5 



Supposons par exemple que nous prenions comme origine un 



Y^ 



O 




Fig. 45. 



point A de la courbe C et comme axes la normale extérieure 
AN et la tangente AT en ce point (fig. 4.5\ On a alors : 



du 



ds 



du 



du 



dT 
dn 

dT 
ds 



le sens positif de la tangente étant le sens des rotations inverses ; 
prenons au contraire pour sens positif le sens des rotations 
directes, nous aurons : 



du 

ds 



dT 
dn 



du 

dn 



dT 
ds 
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On démontrerait de même les formules : 

dV __ dW 
ds dn 

dV d\V 



dn ds 

Les Intégrales (9) peuvent alors s'écrire : 

2 7z\:' ■= f (VdT — UdW) 

./l'CJ 



\^) 



2 7zT= r(_VdU — TdW), 



ces deux Intégrales curvilignes étant prises dans le sens direct 
(sens Inverse des aiguilles d'une montre). La fonction W n'est 
pas uniforme ; mais les autres, U, V, T, sont uniformes et Ton 
peut écrire : 



on a donc 



JVdT = — /TdV 

l'vdu -= — /UdV 

27:17 = — jTdV -[- UdW 
27:r = |'ldV — TdW. 



On a d'autre part : 

— dz 



z — z 

et par suite : 

dz 



- = dV+Id\V 



/f(^) 7zz7=fi^ + îT) :- ^»^' - ^^^V) 



ou : 



= 2i:T' — i.2T:L" 
= 2\t. (i:'4-iT') =2i-f(z') 
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'^-T 


Tl^ër^- 




■ 


(/pst le théorème des 


résidus 


de Cauchy. 






Ce ihéorême n'est 


rai qup 


si le point M' est in 


élit 


ui' cou- ^H 


tour C ; les formules 


l'ir. de 


nii^nie, ne peuvent 


■■nppliiliicr qup ^H 


.hms ee cas. 
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71. Définition de la fonction de Oroen. — Suien 


l un 


^^Ê 


limîlé (liir une siirliif 


[? fermée 


S et M' un point situé ii 


^^^M 


de T. 








^^H 


Supposons que lo 


1 puisse 


trouver une fonction 


11 


^^H 


jiHS conditiims suivui 


tes : 






^H 


I" Elle est hiirm.in 


.|,„. a,„ 


s T. 




M 


2-0na:Il = — 1 




ir S, 




■ 


1- désignant hi dislati 


ee du point fixe M' (x', y 




^H 


variable M (x. y, .). 










Ln foiictiiiii |[ élan 


t oliteiiur. posons : 




M 




G = 


II+J-. 




m 


U fonction C. ains 


définie 


st lu fimitimi i/r IJi 


•r» 


au ^B 


volume T et au point 


M. 






^^1 


Cette fonction s'i 


iinule s 


IV S el satisfait à 


!''' 


de ^H 


I.Bplnee en loul poi 


it dn V 


.lume T. sauf au |m 




^H 


devient infinie. 








^H 


La fonction de Gr 


en que 


nous venons de définir est relative ^^ 


il un volume limité et 


corresp 


>nd au problème de 


Dii-ichlc-t inté- ^| 


rieur. On peut de m 


me défi 


ir la t'oncLion de Gr 


eeii 


curre.pu„. H 


fiant au pioMéme de 


Dirichlel extérieur. 
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Soient toujours S 


une su 


face fermée et T 1 


■spj 


■ 


l'extérieur de cette 


surface 


Soient, en outre 


M' 


uu ^M 


fixe du domaine T 


t M un 


point variable; ap| 


■lui 


H 


tiince MM'. 
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Supposons ijuf l'o 


1 puisse 


trouvei' une fouclioi 


II 


^H 


aux conditions suivan 


es : 

■ 


^ 


1 
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ij TIlKOnlE UV POTKSTIEL .sEivroyiES 

1" Il rst hnniioiuquo dans I.- .I,i.h:lIi.v T. 

2''0ii a : ll = — -^ Pi.r S. 

;i" La fuuction ÏI a'aiinuli' iiliiilini. 
Il étant obtenue, posons : 

= 11+ — - 



La fonction G ainsidénnie est la fonction de Green relative i 
point M' et au domaine T. Elle n'annule sur S, devient infini^ 
en M' mais satisfait ii l'équation de Lapliiee en tout autre pnin 
de T. 

Quel f]ui,> soit \e domninf^ T, la Tonctioa G est une l'unctiun dtj 
eoordonnèes x, y, z du point variable M ; mais elle dépend auM 
des coordonnées x', y', z' du point de discontinuité M'. On pe* 
donc l'ccrirc G (x, y, z, x', >*', x'), en la considérant comme Ui^ 
fonction de ces six variables, ou encore G (M, M'}, en indtqui 
par celte notation la valeur, au point M, de la fonclion de Greei 
relative nu domaine T et au poini M'. 

72- Propriétés de la fonction de Green. — Soient deux puinn 
M cl -M' du domai.,.- T; soient en outre G (M, M') la valet 
en M de la fonction de Green relative ii T et au point M' i 
G (M', M) la valeur en M' tic la fonction c 
Green relative au point M. Je dis que l'on aa 

G(M,M') = G(M',M). 

Pour démontrer ce théorème, nous di^ 

Premier cas. — Le domaine T est situé àl'Ji 
térieur d'une surface S qui le limite (fig. 46m 
roisibrae point dll volume T. Posons : 

G'(M) = Gt.M,>l') 
G"(M)=.GiM,M"} 




G'(M") = G"tM';. 
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Pour cela, reportons-nous à une formule démontrée au para- 
graphe 68 : si U et V désignent deux potentiels newtoniens dus, 
le premier à une distribution m de masses, le deuxième à une 
distribution m^ on a : 



'* / du dV \ 



Cette formule s'applique encore si U et V désignent l'un et 
l'autre la somme d'un potentiel et d'une fonction harmonique. 
Or, ce dernier cas est précisément le cas de G' et G"; G' est la 
somme d'une fonction harmonique H' et d'un potentiel dû h une 
masse + 1 placée au point M'; G" est la somme d'une fonction 
harmonique IF et d'un potentiel dû à une masse + 1 placée au 
point M". On a donc : 

Mais la fonction G s'annule sur S ; G' et G'' sont donc nulles 
dans cette intégrale de surface et le premier membre est nul ; le 
second doit l'être aussi et l'on conclut : 



c'est-à-dire 



et de même : 



G'(M") = G''(M') 



G(M'',M') = G(M',AF) 



G (M, M') =G(\r,M). 



Le théorème annoncé est donc démontré. Cependant il faut 
remarquer que cette démonstration n'est pas sans défaut : elle 

suppose en effet qu'en chaque point de S, —, — existe et est finie 

et bien déterminée. Or G est égal à II H et l'on sait, au 

sujet de H, seulement ceci, que l'on a : 

AU = dans T 

Il = sur S 

r 
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dll 



Mais on ne sait rien sur —, — . On ne sait donc rien non plus 
dG **" 

On peut donner une démonstration plus rigoureuse, nous 
rindiquerons plus loin, mais auparavant traitons le deuxième cas. 

Deuxième cas.— Le domaine T est indéfini : c'est la portion de 
l'espace qui s'étend h l'extérieur d'une surface fermée S. 

Traçons alors une sphère S de très grand rayon ayant pour 
contre M' et contenant a son intérieur la surface S et le point M 




yi«' 4:. 

(fig. 47) ; appelons Tj le domaine compris entre la sphère S et 
la surface S et désignons par G^ la fonction de Green relative au 
volume Tj ; enfin désignons par IIj la fonction harmonique corres- 
pondant et par r et r' les rayons vecteurs issus de M et M'. 
On peut écrire : 

G. (M, M') = 11. (M, M') + -1-, • 



G,(M',M =II,(M',M) + 



1 
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le volume Tj étant limité, la démonstration du paragraphe pré- 
cédent s'applique et Ton a : 

G,(M,M')=G,(M',M). 
Or, on a aussi : 

G(M,M') = n(M,M')H — î-, 

G(M',M) = II(M',M) + — , 

et il faut démontrer que Ton a : 

G(M,M') = G(M\M). 
Comparons G et G^ ; on a : 

G— Gj=:Il — H,. 

Considérons la différence II — II,. 

Cette fonction satisfait a Téquation de Laplace dans le 
volume T, ; elle s'annule sur S et prend des valeurs très petites 
en valeur absolue sur la sphère S, si celle-ci a un rayon très grand, 
parce que II et H, s'annulent à Tinfini. Donc, dans le volume T,, 
H — H, prend des valeurs très petites en valeur absolue, qui 
tendent vers zéro quand le rayon de S augmente indéfiniment. 

Puisque H — H, tend vers zéro, G — G, tend aussi vers zéro. 

Considérons alors les différences : 

G (M, M) — G, (M, M) 
G(M',M ;— G, (M',M; 

elles tendent vers zéro et comme on a constamment 

G, (M, M') = G, (M', M) 

on voit que la différence 

G(M,M')— G(M, M) 

tend aussi vers zéro quand le rayon de ï croit indéfiniment ; mais, 
d'autre part, cette différence est indépendante de £, on a donc 
nécessairement : 

G (M, M') = G (M', M). 

et le théorème est démontré. 
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Cette démonstration repose, on le voit, sur celle du premier 
cas; elle s'en déduit d'ailleurs rigoureusement; mais elle n'est 
sans défaut que si la première est aussi sans défaut. J'ai indiqué 
plus haut, a propos de celle-ci, la critique qui peut être 

faite : elle est relative à la dérivée -^ — dont il aurait fallu au 

dn 

préalable démontrer l'existence. 

Il y a des cas cependant où l'on sait calculer la fonction de 

Green et vérifier ainsi directement l'existence de —, — . 

dn 

Un de ces cas est celui de la sphère ; nous allons le traiter 
rapidement a titre d'exemple. Occupons-nous d'abord du pro- 
blème intérieur. 

Soient S une sphère, O son centre (fig. 48) et a son rayon. Soit 




Fig. 48. 



en outre M' un point intérieur ; nous voulons calculer la fouctioii 
de Green relative à ce point. 

A cet effet, menons le diamètre OM' et prenons sur ce dî«- 
mètre le point M'' conjugué du point M' par rapport à la sphère : 
enfin soit M un point intérieur quelconque et M, un point de la 
surface ; menons les droites 0M„ MM', MM", M^M', MjM" et 
posons : 

MM' = r M,M' = r, OM = p. 



On a : 



MM^=r' M,M"=r', 



OM'. OM"=:a« 



d'où 



OM'' = 



a= 
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On a encore : 



d'où 

(1).. 



r, _ a 

• 1 i' 



1 _ ? 



r, ai', 



Considérons alors la fonction 



11== ^, 



ar 

? 
a 



c'est un potentiel newtonien dû a la masse — — située au 
point iVF ; cette fonction satisfait donc à Téquation de Laplace à 
rintérieur de la sphère. Sur la surface, elle se réduit à en 

vertu de la relation (1). 
La fonction suivante : 

(2) G=t:-i —, 



r pr 



est donc la fonction do (ireen cherchée. 

La relation (2) montre qu'elle est égale à la différence de deux 
potentiels newtoniens, l'un dû à une masse + 1 située en M', 

l'autre à une niasse située en M". Toutes les dérivées existent 



donc sur la surface ï, en particulier — ; — existe et est continue. 

dn 

Le problème extérieur do Green pour une sphère se traite 

d'une manière tout à fait analogue. Le résultat qu'on obtient est 

le même : 

1 a 



G = 



r pr' 



où p désigne toujours la distance OM' , le point M' étant ici en 
dehors de la sphère. 

73. Revenons au cas général. 

Etablissons quelques autres propriétés de la fonction de Green 
qui nous seront nécessaires dans la suite. 
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1® La fonction de Green est constamment posithe dans le 

domaine T. 

Faisons cette déinonstratîon dans le cas d'un volume T limité. 

On a : 

1 

G — — = 11. 

r 

Lorsque r tend vers zéro, Il reste fini, donc G reste éga- 
lement fini, (rG — 1) tend alors vers zéro et rG tend vers 1. Ainsi, 
quand r est très petit, le produit rG est très voisin de 1 ; on peut 
donc affirmer qu'au voisinage du point de discontinuité la fonc- 
tion G est positive. Entourons alors ce point d'une sphère très 
petite ï. Entre ï et S, on a AG=0; sur S, G est nulle et sury^ 
elle est >0 ; donc entre S et S, G est partout >0. Ainsi en tout 
point de T, G est positive. 

2® On a constamment dans le volume T. 



G< 



1 



r 



1 



On a effet G=I1-H : or, dans T, II satisfait à Téquation de 

•' 1 . 

Laplace ; de plus on a 11= et par suite H<() sur toute la 

surface S ; si donc T est le volume contenu à l'intérieur de S et 
Si^ limité par cette surface, on a en tout 




point de T 



G< 



1 



r 



t"»g. 49- 



Cette propriété ainsi que la précé- 
dente s'étendent sans peine au cas où 
le domaine T est constitué par l'espace 
extérieur à une surface fermée S. 
3** Soient encore (fig. 49) un domaine T 
limité par une surface S, et un autre plus grand Tj limité par une 
surface S, et contenant le premier. Soit M' un point intérieur 
à ï; appelons G la fonction de Green relative à T et au point M'. 
On a : 

0=11+ ^ 



r 
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Appelons G, la fonction de (Ireen relative à T, et an même point 
M' ; on a : 



Je dis qn'en tout point M intérieur à T on a : 

C.,>G. 
Kn effet, en tout point intérieur à T, on a : 

G — G, = II — H,. 
Or nous savons que Gj est >0 dans T, ; on a donc: 



l 



II. H >0. 

r 



et par suite 



»i< 



1 



en tout point de T, et en particulier en tout point de S. 

(Considérons alors la fonction If — II,; elle satisfait dans T à 
Téquation de Laplace et reste né^çative sur S; elle est donc néga- 
tive en tout point de T. 

Bref, il l'intérieur de T, on 
a II — IIj<0 et par consé- 
quent G, — G>0, d'où: 

G, > (.. 

4" Soit maintenant (fig. 50) 
une surface fermée S. Consi- 
dérons le domaine T exté- 
rieur il cette surface ; dans 
ce domaine, considérons un 
volume T, limité par une sur- y\^^ -jo. 

face S,. 

Soit maintenant M' un point du domaine T^ ; appelons G la 
fonction de Green relative à T et au point M' et G, la fonction de 
Green relative ii T, et au même point M'. 

poi?(c:ar^:. Potciil. Xewl. ii 
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On démontre sans difficulté, en suivant le mode de raisonne- 
ment qui a servi dans le cas précédent, que Ton a : 

G,<G 

en tout point M de T,. 

5® Considérons un domaine T limité par une surface fermée S. 
Soit M' un point de ce domaine et G la fonction de Green rela- 
tive à ce point et à ce domaine. 

Envisageons les surfaces : 

G == const. 

A chaque valeur de la constante correspond une surface parti- 
culière. 

Pour des valeurs très grandes de la constante, on a évidem- 
ment des surfaces très petites entourant le pôle M' puisque la 
fonction G devient infinie en ce point. 

Pour des valeurs très petites de la constante, on a au contraire 
des surfaces très voisines de S. 

Enfin on passe d'une surface à une autre par déformation 
continue en faisant varier la constante d'une manière continue. 

D'ailleurs la fonction G étant uni- 
y^ forme dans le volume T, deux surfaces 
correspondant à deux valeurs différen- 
tes de la constante ne peuvent pas se 
couper. 




Les surfaces 



G = C. 



entourent donc le pôle et s'enveloppent 
mutuellement. 

Cela posé, soit une valeur particu- 
lière G^, de la constante ; considérons (Gg. 51) la surface 



Fig. 5i. 



G = G.. 



Appelons-la S,,; elle délimite, à l'intérieur de T, un domaine T,,. 

Traçons autour du point M' une sphère S; nous pouvons la 
choisir assez petite pour que le minimun de G sur cette sphère 
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dépasse toute quantité donnée puisque G devient infinie en M^ ; 
choisissons I de telle sorte qu'en tous ses points on ait . 

G > G.. 

Entre S^ et S, la fonction G est harmonique, elle atteint donc son 

minimum sur Tune des deux surfaces S^ ou S ; ici ce ne peut être 

que sur^ et ce minimum est G^. Ainsi en tout point de T^, 

on a : 

G>G,. 

Au contraire, entre S et S^ la fonction G est harmonique et son 

maximum est sur S^ puisqu'en tout point de S, G est nulle. Ce 

maximum est donc G^ et Ton a en tout point extérieur à S^ et 

intérieur à S : 

G < G,. 

Considérons alors la dérivée — ; — prise suivant la normale exté- 

dn * 

rieure à S,,. 

Cette dérivée existe puisque S„ est à l'intérieur de S et qu'en tout 
point de T la fonction G a des dérivées des deux premiers ordres. 
D'ailleurs on a eu tout point de S^, : 

-|— <0 
du 

puisque Ton a : 

G < G, 

en tout point compris entre S et S^. 

Reprenons maintenant la formule démontrée au N® 68 : 

W /(^'4^-^' 4H.)d. = 4.I(„.V-m'U). 

Remplaçons dans cette formule la fonction V par la fonction de 
Green G, laquelle est la somme d'une fonction harmonique II et 

du potentiel — dû à la masse ni'=l située au pôle M'. Rempla- 
çons en outre U par 1 ; nous devrons faire m=0 et la formule 
considérée deviendra 

(2) /4^d— ^- 



■1 
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'■»',\i I 



(!lctte intégrale a un sens si on Tétend îi la surface S^, puisque 
est bien défini sur cette surface. 







dn 

74. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer rigou- 
reusement le théorème du N" 72 dont 
nous n'avions donné qu'une démonstra- 
tion imparfaite. 

C'.onsidérons toujours un domaine T 
limité par une surface S et prenons 
dans T deux points M' et M" (Kg. 52' . 
Appelons G' la fonction de Green re- 
lative au domaine T quand on prend M' 
pour pôle et G" la fonction de Green 
relative au même domaine cpiand le pôle est le point M". Dési- 
gnons en général par les notations : 

G' (M) et (/(M) 

les valeurs de ces fonctions en un point quelcon([ue M de T. 
Nous voulons démontrer l'égalité : 

G (>n=G' ;m'). 

Pour y parvenir, donnons-nous un n(Mnl)re s' très petit et con- 
sidérons la surface : 

VI — s. . 

Appelons-la S' : elle est très voisine de S et, si s' est assez petit, 
elle contient à son intérieur les points M' et M". 
Considérons alors l'intégrale ; 



J'.^') \ du dn / 



(U 



-} étendue à la surfact» S'; elle est bien déterminée en vertu des 
remar([ues faites dans le paragraphe précédent; de plus la for- 
mule (1) dans hujuelle on fait : 

V -- G' 



FONCTIOS DE GREEN ET PROBLÈME DE DIRICIILET i65 

et par conséquent : 

m ^ 1 

nous permet d'écrire : 

(3) J^-47:[G" (M') — (;■' (M")j. 

Montrons que J est nul. 

Otte intégrale est la dilTérence de deux autres : 

I Ci — î dw 

J dn 

et 



I G — i — dtu. 
J dn 



La première peut s'écrire 

£ / — i — dw 
J dn 

puisque la ionction G' est constante sur S' et égale à t' . Si l'on 
tient compte en outre de la relation (2), cette expression devient : 

La première intégrale tend donc vers zéro avec £'. 
Voyons maintenant la seconde. 

Dans cette intégrale, — j — ost constamment négatii comme 

nous Tavons montré ; appelons alors t' la limite supérieure de 

G'' sur S', on a : 

MV 

Kkr.t". 



/G'^iî^dco 



dn 

Or fi" tend vers zéro en môme temps que t\ car la surface S' 
tend alors vers la surface S. Donc l'intégrale considérée tend vers 
zéro. 

Ainsi J tend vers zéro en même temps que t et par suite l'expres- 
sion 

4?: [G' (M"}— G" (M';] 

qui lui est égale y tend aussi. 
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Mais cette expression ii une viili>iir fixe, elle est doi 
airement nulle et l'on u bien 



Le Ihë. 



G'(M") = G"(M'). 
'c est (U'iniintré. 



15. Problème de Green. — Problème de Dirichlet transformé. ~ 
Com.paTaiâoa avec le problème de Dirichlet ordinaire. — Équiva^ 
lence de ces trois problèmes, — l.'i-iioiiiê du |)Mililf'iiu' Je l>irir| 
ciilet ordinaire n été lionne plus haut ^64)- Voici l'énoiRÛ du prai 
blême de Greeii. 

Pinçons. nous dans l'espace a trois dimensions. 

Soit un vi>lume T limité pur une surface fermée S : calculer | 
fonction de Green relative il ce volume et il un quelconque < 
ses polii 

Ainsi énoncé, le problème de Green peut être appelé pK 
biéme intérieur de Green; mais, comme pour le pi-oblcme 
Dirichlet, on peut énoncer un problème extérieur de Green. 

Dans tout ce qui va suivre, nous ne nous occuperons que dn 
problèmes intérieurs; les ni'^mes considérations s'appliqueroia 
luix proltlènies extérieurs. 

On peut montrer facilement l'équivalence du problème d^ 
Green et du problème de Dirichlet. 

Soit U lu fonction qui doit satisfaire à l'équation de Laplaf 
dans T et dont il s'agit de délermlnci- les valeurs dans T par sai 
valeurs sur S. Sa valeur U' en un point M' de T est donnée par IJ 
iule suivi 

di: 

du 



— /(<^ 



-L- 



L'intégrale double du second membre est étendue ii la surface S 
G est la fonction de Green relative au point M' et ii T, Cette fol 
mule se déduit de l'intégrale (G] du paragraphe 69 en rem 
pliKMut le |»otentiel — par la somme G du polenliet — et de 1 
fonction hurnioniqne 11. 

Si nous remarquons que G s'annule sur S, la formule cî dessqi 
se réduit il : 

./ du 
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OU bien 



u'=--i-ru-^dco. 

47Î J an 



Si donc on sait résoudre le problème de Green, on saura calculer 
la valeur U' de U en chaque point M' de T, c'est-à-dire résoudre 
le problème de Dirichlet. 

Inversement, si l'on sait résoudre le problème de Dirichlet, on 
sait calculer la fonction H et par suite la fonction de Green G 
pour chaque point M' de T. 

Les deux problèmes de Green et de Dirichlet ordinaire sont 
donc équivalents. 

76. Voici maintenant en quoi consiste le problème de Dirichlet 
transformé : 

Trouver une fonction V satisfaisant aux conditions suivantes : 
1® Que V soit continue ainsi que ses dérivées premières dans T ; 
2® Que ses dérivées secondes soient finies ; 
3® Qu'à l'intérieur de T on ait, en chaque point : 

AV = — 4 7î[jL, 

jjL étant une fonction finie et intégrable donnée ; 
4® Que sur la surface S on ait 

V=0. 
Posons 






U satisfait aux conditions (1), (2), (3), mais non à la quatrième. 
Appelons U, les valeurs de U sur S ; si l'on sait résoudre le pro- 
blème de Dirichlet ordinaire, on sait calculer une fonctionW satis- 
faisant aux conditions (1), (2) et aux deux suivantes 

AW=0 dans T 

W = — Us sur s. 

La fonction 

V = U+\V 

satisfait aux 4 conditions proposées. Ainsi donc, sil'onsait résoudre 
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le problème de Dirîchlet ordinaire, on sait aussi résoudre le 

problème de Dirichlet transformé. 

Inversement, supposons que nous sachions résoudre ce dernier 

problème, proposons-nous de résoudre le problème de Dirichlet 

ordinaire, c'est-à-dire déterminons une fonction U telle que Ton 

ait : 

AU=0 dansT 

U = :5 sur S, 

ç étant une fonction donnée. 

Pour y parvenir, formons une Amction W continue dans T 
ainsi que ses dérivées premières et secondes et se réduisant à 5 
sur la surface : cela est possible d'une infinité de manières. L'une 
de ces fonctions W étant choisie, la fonction AW est connue 
dans T. Pour achever le problème, il suflit de résoudre le pro- 
blème de Dirichlet transformé en prenant pour a la fonction 
AW- On obtient ainsi une deuxième fonction V. 

Considérons alors la fonction 

U^V+W. 

Klle satisfait aux conditions proposées et résout le problème 
de Dirichlet ordinaire. 

77. Montrons enfin l'équivalence du problème de Green et du 
problème de Dirichlet transformé. 

Supposons que nous sachions résoudre le problème de Green. 
Considérons alors l'intégrale : 



V=jG(x,y,z,x',y',z')t*'dT' 



G étant la fonction de Green et l'intégrale étant étendue au 

volume T. 

La fonction Y ainsi obtenue est la solution du problème de 

Dirichlet transformé. 

En effet, écrivons : 

1 



G:=1I . , 
r 



la fonction V prendra la forme : 



' - /^ +/"H''- 
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Appelons Vj la première intégrale et V, la seconde ; faisons voir 
maintenant que la somme V, + V, satisfait aux quatre conditions 
du problème de Dirichlet transforme. 

1** V, est un potentiel de volume; V, satisfait donc aux con- 
ditions de continuité. H est une fonction harmonique; on peut, 
dans V,, différentier sous le signe | et Ton voit ainsi que V, 
satisfait comme V^ aux conditions de continuité. Donc V, qui 
est la somme de ces deux fonctions, y satisfait aussi. 

2^ On a : 

AV=A\,4-AV„ 

de plus : 



AV, ^ — 4 7:[jL 



et 



AV, ^ car AV, = jAU^u'dT' ; 



donc, en somme : 

AV = — 47:;jL. 

3® Soient M un point intérieur à T, M^ (Il g. 53), un point 
de S, V la valeur de la fonction étudiée en M ; je dis que, si M 




Fi g. r»j. 

tend vers My, V tend vers zéro. Pour le démontrer, décrivons 
une sphère S, tangente extérieurement à S en M^; cela est géné- 
ralement possible. Distinguons alors plusieurs cas : 

Premier cas : [jl > 0. 

Dans ce cas, V qui est égal à j Gjji'dT' est positif puisque 
G et jx' le sont. 
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Appelons G^la fonction de Green relative à Textérleur de la 
sphère et au point M'; on sait que : 

G, > G. 

Désignons par a le rayon de la sphère, par O son centre et 
par p la distance OM'; appelons M'^ le conjugué harmonique 
de M' par rapport à la sphère ; on a : 



Enfin posons 



On a : 



0\rOM, = a' 



r = MM' 
rj = MMV 



V<jG,[x'dT'. 



Mais nous connaissons l'expression de la fonction de Green 
relative à l'extérieur d'une sphère; c'est 



On a donc : 



Q ^ J a_ 

' r or, 



v<rj^dT'-r.^i^. 

J V J pr, 



Quand le point M' décrit Télénient dT' dans T, M', décrit un 
élément dV, dans S, et au volume T correspond un volume 
transformé T', situé ii Tintérieur de S,. Les deux éléments d-r' et 
'd'r', sont reliés par la formule connue de la théorie de l'inver- 
sion : 



il 



d^ O.M" f ?* 



tl-'. ÔMV~/»'\' a' 



f) 



L inégalité ci-dessus devient alors : 






la première intégrale est étendue au volume T, c'est un potentiel 
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newtonien dû ii des masses dont la densité variable est p/; la 
deuxième intégrale est étendue au volume T', et représente un poten- 

tiel newtonien dû à des masses dont la densité est -^—Ç . Ce sont 

a* 

donc deux fonctions continues ainsi que leur différence. Or cette 
différence est nulle sur S, et en particulier au point M,,, donc 
cette différence tend vers zéro quand M tend vers M^. La fonc- 
tion V, qui est comprise entre zéro et une quantité qui tend vers 
zéro, tend donc vers zéro. 

Deuxième cas : [x < O. 

Alors V est négatif et Ton démontre de la même manière 
que : 

o>v>j^d-_y:z:d.'. 

V, compris entre O et une quantité qui tend vers zéro, tend 
vers zéro quand M tend vers M,,. 

Troisièm e cas : jjl quelconque. 
On peut poser : 

?•=?-' v + V-'r^ 

jjl'j étant égal à jjl quand jjl est >0 et nul partout ailleurs, [x'^ au 
contraire étant égal à [jl quand ix est < et nul partout ailleurs ; 
jjl'j et u.', sont continues comme [jl. On donne ainsi naissance à 
deux fonctions \\ et V, correspondant à jjl', et ix'^; elles ren- 
trent dans les deux cas précédents et tendent vers zéro quand M 
tend vers M^. Il en est donc de même de V = V'j + ^'t ^"' 
correspond à [jl. 

Ainsi, en général, quel que soit le signe de iji, V tend vers 
zéro quand M tend M^. 

La fonction V satisfait aux quatre conditions du problème de 
Dirichlet transformé : c'est la solution cherchée. 

En résumé les trois problèmes : de Dirichlet ordinaire, de 
Dirichlet transformé, de Grecn sont é({uivalents. 

78. Cas du potentiel logarithmique . — Ces résultats s'étendent 
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au cas de deux variables et au potentiel logarithmique dans le 
plan. 

11 y a cependant une diflcrence : dans le cas du potentiel 
newtonien on ne sait résoudre le problème de Dirichlct que 
quand on sait former toutes les fonctions de Green relatives à 
tous les points du domaine. Dans le cas du potentiel logarithmique, 
le calcul de la fonction de Green pour un point du domaine suffit : 
le calcul pour les autres points s*en déduit. 



CHAIMTHE V 

RKSOI.LTIOX I)i: PROni.KMi: DE DIRICHIjyr 
DANS LES CAS Di; CKRCF.K KT DE LA SPHÈRE, 

THÉORÈME DE HARNACK 



79. Fonction de Oreen pour le cas du cercle. — Il ost laoilo 
de rornicr la limotioii do (irtMMi rolativoù un cercle C de centre 
et de rayon a (fig. 54' •** à un point M inlt'rieur ii ce cercle. 




Fijr- •'»4. 



Traçons OM' «pii rencontre \v cercle en A et B et prenons 
sur cette droite le point M" conjuf^ué harnioniipie de M' par rap- 
port à A et 13. Soient d'autre part M nn point quclcon<iu«' situé 
à rintérieur de C et M, un p<»int <iuelcon<iue situé sur le contour 
de il. Posons : 



a' 






MM' -^ r, MM' =^ v' 
M,M'=r„ M,M"--:i', 
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On a la relation : 



r'j a 

r 

M r 



quel que soit le point Mj. 
On a (l'autre part : 



ï«g7-H-^=log4 



et : 



r', . a 



log— ^ = log 



Posons alors : 



On a bien : 



r, " p 



G = log-^ + lI 



"— log-?— logf 



AH = 



et (le plus II prend bien sur C les mêmes valeurs que log — . D'où : 



G = log loff— 

^ r ^ p 



et G est la fonction de Green cherchée. 

On peut suivre une marche analogue pour former la fonction 
de Green relative à un domaine constitué par la partie du plan 
qui est extérieure au cercle C. 

Sachant trouver la fonction de Green pour le cas d'un cercle, 
on sait par la même, comme nous l'avons vu, résoudre le problème 
de Dirichlet pour le cas du cercle. Il y a bien encore, il est vrai, 
quelques difficultés. Mais elles seront levées plus loin à propos 
de la sphère. Il est inutile d'insister sur le cas du cercle, la 
méthode à suivre étant la même que pour la sphère. 

80. On peut suivre une méthode plus directe pour résoudre le 
problème de Dirichlet dans le cas du cercle. 

Plaçons l'origine des coordonnées au centre du cercle donné C. 
Soit M' un point intérieur à C. Appelons x, y les coordonnées 
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rectilignes rectangulaires de ce point et p, <o ses coordonnées 
polaires. On a : 

X == p cos w 

y = p sin ti). 

Cela posé, on veut trouver une fonction continue V possédant 
des dérivées partielles des deux premiers ordres elles-mêmes 
continues et vérifiant les conditions suivantes : 

AV = à rintérieur de C, 

V = îp (w) sur le contour de C , 

o (co) étant une fonction donnée. Si cette fonction satisfait à la 
condition de Dirichlet, on peut la développer en série de Fourier : 

cp ((o) = Aq + \ An COS n (0 + \ B„ sin nw. 

1 1 

Posons alors : 



a» a» 

V = A„ + Y A„5"cos 1U0+ y B„o" si 



sinnci). 
1 1 



Je dis que V est la solution cherchée. 

Remarquons que nous avons supposé implicitement le rayon du 
cercle C égal à Tunité. S'il était égal à R, il faudrait écrire : 



00 30 

V= A, +2a, (^)"c«s "«0+2^ B, (-^)""sin 



nci) 



Mais rien ne serait changé pour cela aux raisonnements qui 
vont suivre. 

Etudions la fonction V. Plaçons-nous d'abord en un point situé 
à l'intérieur du cercle C. En un tel point, on a : 

Prenons p^ tel que : 

?<?o<l- 

Cela est possible. D'autre part il est facile d'assigner une limite 
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supérieure X aux modules des coefficients de la série s (<u). Dans 
ces conditions, on a évidemment : 

|A„p-cosno>|<Np„" 
1 B„p» sin mo I < \o„» 
IAJ<N. 

Les termes de la série V sont donc inférieurs en valeur absolue 
aux termes correspondants de la série : 

1 

qui est convergente et à termes tous positifs. Donc, dans tout 
domaine intérieur au cercle (], la série V est absolument et uni- 
formément convergente et sa somme V est une fonction continue. 
On démontre de la même façon que V possède des dérivées par- 
tielles de tous les ordres elles-mêmes continues. 

Il résulte des reiuar([ues précédentes <{ue, pour montrer que 
Ton a : 

en tcmt point intérieur à (^, il suffit de montrer que chaque terme 
de la série V satisfait à cette relation. Or on a : 

fx + iv/ — = p" :'cos no> -\- i sin nto^ 

Mais (x -{- i y}" est une fonction analytique holomorphe de 

X -4- i v. D'où : 

A (p" cos n(o) ;^ 

A (p" sinnw) :=0. 

On peut d'ailleurs le vérifier directement. Kn effet, changeons 
de variables et écrivons Tidentité : 

iVV 1 iH' 1 iVV 






Tout revient à voir ([ue Ton a : 



d-o" 1 (^p»» _ n'^p° _ 
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c'est-à-dire : 

n (n — 1)4- n— 11^ = 

ce qui est évident. 

Enfin, en vertu d'un théorème d'Abel relatif aux séries entières, 
il est clair que V tend vers 'f (co) lorsque p tend vers 1. Donc V 
est bien la fonction cherchée. 

Remarquons que l'on vérifie aisément les relations : 

Si donc on pose : 



'=-^«+S 



A„ cos no> + B„ sin nco 



?" 



on obtient la solution du problème de Dirichlet pour le cas où le 
domaine envisagé est constitué par la partie du plan extérieure 
au cercle C 

81. Représentation conforme. — Soit une variable complexe : 

z = x + iy. 

Considérons une fonction analytique holomorphe de la 

variable z : 

f(z}=X + iY. 



On a : 



OX ÔY 



Ox dy 

OX OY 



D'où : 



Oy (>x 

AX = 0, AY=0. 



De plus, X et Y sont continues et possèdent des dérivées par- 
tielles de tous les ordres elles-mêmes continues. Ce sont donc 
certainement des fonctions harmoniques. 

Réciproquement, soit X une fonction uniforme de x et y, har- 

PoiNCARÉ. Polcnl. Ncwl. 12 
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monique dans un certain domaine D. Je dis que c'est la partie 
réelle d'une fonction de variable complexe régulière dans le 
domaine envisagé. Posons en efl'et : 

L étant un chemin d'intégration qui ne sort- pas du domaine D. 

1 /expression : 

DX , dX , 

-r; — dy r — dx 

Ox -^ Oy 

ost une diflerentielle exacte puisque Ton a par hypothèse : 

AX = 0. 

Donc rintégrale curviligne considérée est indépendante du 
choix que Ton l'ait pour L. De plus, on a bien : 

dY __ c^X 
(^x dy 

OY OX 



Ov Ox 

Donc X -f- î Y est une fonction analytique de x-|- iy. D'ailleurs 
il est évident que cette fonction n'a aucun point singulier dans 
le domaine D. Je dis qu'elle est uniforme. En effet on a : 

df=:dX+idY. 

Mais : 

/'dX^O, /'dY = 0, 

si C est un contour fermé situé tout entier dans D. D'où : 

Tdf ^ 

dans les mêmes conditions. 

82. — Soient deux aires a et A limitées respectivement par les 
contours c et Cl. Supposons qu'il existe une correspondance 
univocpie et réciproque entre les points de a et ceux de A, de 
tell<' sorte qu'à tout point m de a corresponde un point M de A 
et un seul, et réciproquement. On dit alors que Ton a eflectué 
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la représentation uniforme des deux aires a et A Tune par Tautre. 
Appelons x, y les coordonnées de m et X, Y celles de M ; 
X, Y sont des fonctions uniformes de x, y et réciproquement. 

Envisageons deux courbes tracées dans a et se coupant en m : 
il leur correspond deux courbes tracées dans A et se coupant 
en M, si, comme nous le supposons, la correspondance établie 
entre a et A est telle qu'à deux points infiniment voisins pris 
dans a correspondent deux points infiniment voisins dans A et 
réciproquement. 

Si Tangle des deux courbes de A en M est égal à Tangle des 
deux courbes de a en m, c'est-à-dire si les angles sont conservés 
par la transformation, on dit que la représentation est conforme. 
Il y a d'ailleurs deux sortes de représentations conformes : les 
directes et les im^erses, suivant que les angles correspondants 
sont ou non de même sens. Je ne m'occuperai que des repré- 
sentations conformes directes. Dans ce cas, X 4- i Y doit être une 
fonction analytique de x + iy. D'où : 

OX _ 1^' 
dx Oy 

OX i>Y 



i^y i\\ 

Os conditions sont nécessaires et suffisantes. 

11 est clair que, si Ton sait faire la représentation conforme 
d'une aire a sur une aire ^3 et celle de |5 sur une troisième aire v, 
on saura aussi faire la représentation conforme de a sur v. 

83.' — Supposons maintenant que Ton sache l'aire la repré- 
sentation conforme de a sur A. Admettons en outre que le pro- 
blème de Dirichlet ait été résolu pour le domaine a limité par c. 
Alors on pourra le résoudre pour le domaine A limité par C. 

Fin effet notre hypothèse est que Ton sait construire une 
fonction v régulière dans a vérifiant les relations suivantes : 

iVv iVv 

H — — T--^U dansa 



}si-^z> 'jÈk, sur c 



t » ' 



o (s) étant une fonction donnée de Tare s de c. 
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Cela posé, nous voulons trouver une fonction V régulière 
clans A et vérifiant les relations suivantes : 

H — rT7r = 0.... clans A 



V = 4>(S) surC 

<^(S) étant une fonction donnée de l'arc S de C. 

En vertu d'une remarque faite au paragraphe 81, v est la 
partie réelle d'une fonction analytique holomorphe de x + iy : 

v + iw=f(x + iy) 



mais on a : 



X + iY = F (x + iy) 



D'où : 

v + iw^f, (X + iY) 



On peut alors poser : 



V = v(X, Y), 



La fonction V est harnionir[ue dans A et prend sur C la intime 
succession de valeurs cjue v sur c. 

On sait résoudre le problème deDirichlet pour un cercle. Dcmic 
o:i peut le résoudre pour toutc^s les aires c[ui sont conformément 
rt»présental)les sur un cercle. 

84. (lonsidérons encore une aire T. Si Ton connaît la fonction 
(le (ire(»n relative au domaine* T et à un point particulier M' de ce 
domaine, je dis cpie Ton ])ourra trouver toutes les fcmctions de 
(îreen relatives au nu^me domaine. Kn eflet on a : 

G^hnr^ + Il, 

la fonction II étant définie par les éj^alités suivantes : 

An--() dansT 

Il — : — loir — ^ swi' le contour de T. 

La fonction (i est uniforme. De plus c'est la partie réelle d'une 
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l'onction analytique de x + i y. Appelons G' la fonction qui lui 
est associée et posons : 

GH-iG' = f(x+iy). 

La fonction G' est-elle uniforme ? Nous ne pouvons pas Taffir- 
iner, à cause de l'existence du point singulier situé en M'. Mais, 
pour voir ce qu'il en est, il nous suffit de tracer les courbes : 

G = c^ 

Nous savons qu'elles s'enveloppent mutuellement (§ 73) et 
qu'elles contiennent toutes le point M' a leur intérieur. Cela posé, 

désignons par — et -r— les dérivées prises respectivement sui- 
vant la tangente et la normale à l'une de ces courbes. On a : 

dG' dG 



ds dn 

dG' dG 



D'où 



dn ds 



dG' , r dG 



/aG.=/^<>,=/-î^a. 



le contour d'intégration étant l'une des courbes : 

G =:G»^ 

Or, nous avons vu que : 

/ — i ds = 2 TT. 

J dn 
Donc : 

JdG' = — 27: 

et la fonction G' n'est pas uniforme, puisqu'elle augmente de 
— 2t: quand on fait décrire au point x, y un contour fermé 
entourant le point M'. Toutefois, si la fonction G' n'est pas uni- 
forme, il n'en est pas de même de la fonction : 



e'^'. 
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Donc on prut poser : 

Ij étant une fonction analyticjuo uniforme de x -|- i y. 
Maintenant, considérons le cercle : 

X^ + Y*-= 1. 

Je dis que nous pouvons faire la représentation conforme de 
Taire T sur ce cerch*. On a : 

Donc les courbes : 

G ^ (:•- 

se transforment en les cercles concentriques : 

D'ailleurs la courbe : 
c|ui n'est autre que le contour de Taire T devient le cercle : 

La représentation est ainsi réalisée. Kn conséc[uence, on peut 
résoudre le problème de Dirichlet pour Taire T et par suite trou- 
ver toutes les fonctions de Cireen relatives à ce domaine. La prc»- 
position annoncée est donc établie. 

(^^ théorème n'est plus vrai dans le cas de l'espace. 

85. Résolution du problème de Dirichlet pour le cas de la sphère. 

— Nous avons déjà formé '^ 72' la fonction de Green relative ii 
une sphère et à un point M' situé ii Tinlérieur de celle-ci. Si Ton 
appelle (fijr. m^. : 

a le rayon de la sphère, 

p la distance OM', 

r la distance MM' 

r' — la distance MM", 
on a : 

r p r' 
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En tout point de la surface de la sphère, la relation : 

r' a 



r ? 



est vérifiée, puisque les points M' et M" sont conjugués harmo- 
niques par rapport à la sphère. 
Posons : ^^^ 



Alors : 






dG 
dn 



cos ra 



a cos (J( 



?• 



.'» 



dG 



En effet =— > est la projection sur le rayon O M, des attrac- 




1 «■ w «^ 

rig. j.i. 



a 



tions dues k deux masses, l'une + 1 située en M', l'autre 

? 
située en M". On peut d'ailleurs facilement vérifier la formule pré- 

cédente par un calcul direct. Transformons l'expression de -5 — : 



dG 



r-= . ' + 



r cos 'o a r' cos •{/ 



dn 



.3 



j'i 
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Or on a sur la sphère : 



D'où : 



Mais 



Remplaçons : 







r" = 


= r' 


.a' 










dG 
dn 


r cos 


31 

• 


' a» 


'ces 


1 






r" 










r cos ç — 


a- 


— p cos 8 










r' 


cos -i 


a* 

? 


- cosO — a. 






• 

dG 


- 


a — <3cos9 


p cos 

1 


e- 


■ ■ 


a 


dn 


1 


r* 










dG 


1 

a 


*-?* 












dn 




ar» • 









On voit que -= — est proportionnel a —j-. 

Cela posé, cherchons a résoudre le problème de Dirichlet pour 
le cas de la sphère. Il s'agit de construire une fonction V régu- 
lière en tous les points situés à l'intérieur de la sphère et satis- 
faisant aux conditions suivantes : 

AV = h l'intérieur, 

V = une fonction donnée à la surface 

Appelons V la valeur de la fonction inconnue en un point M 
situé à l'intérieur de la sphère et V la valeur donnée de cette 
même fonction en un point M' de la surface. Soient, d'autre part, 
dco' un élément infinitésimal de cette surface et G la fonction de 
Green ayant le point M pour pôle. On a (§ 75) : 



v=-tV/v'4^'""'. 



le champ d'intégration étant la surface de la sphère. Cette for- 
mule permet de résoudre le problème que nous nous sommes 
posé. Mais il y a deux objections possibles : 
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1° -; — exîste-t-il ? Nous avons vu plus haut que ouï. 

an * * 

2** la méthode suivie suppose que Ton admette d'avance 

l'existence de la solution cherchée. 

Pour atteindre une rigueur parfaite, il nous faut établir que 
la fonction V construite au moyen de la formule précédente rem- 
plit bien toutes les conditions imposées à la fonction cherchée. 
C'est ce que nous allons faire. Nous sommes ainsi amenés a dis- 
cuter une intégrale connue sous le nom A^ Intégrale de Poisson, 



86. On a 



dG _ a^— p^ 



dn ar^ 



D'où : 



'•=/ 



Posons : 



' ( a^ — f) V^dco^ 
47:ar^ 



a' 

IWCl 



47ti 



On en déduit 



. _ C jx' (a' - f) 

I 



=J <" '" ..3 '- ' d0>'. 



Comparons V à la fonction : 



qui est le potentiel newtonien d'une couche de matière attirante 
répandue sur la surface de la sphère. Soient x, y, z, les coor- 
données rectangulaires d'un point et p, 0, cp ses coordonnées 
polaires. On a : 

X = p cos z> sînO 

y = sin o sin H 

z = p cos B. 

Grâce à ce changement de variables, V devient une fonction de 
P> ^y ?• 



Etudions l'expression : 



OU 





' '>? 



i8& 
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On il : 



ÙU 






dU 



dU 



+ y iT"^ ' dz 



Kn effet 



?=V^x*H-y* + z*. 



Laissons alors et ^ constants, mais donnons a p un accroissement 
infiniment petit dp. Nous passons ainsi du point dont les coor- 
données sont 0,6, ç au point dont les coordonnées sont p + dp, 
0, '^. On a : 



dU , 



dU , . dU , 



dU 
dz 



dz, 



en appelant x, y, z et x + dx, y -|- dy, z -|- dz les coordonnées 
cartésiennes des points M et M' (fig. 5G) dont les coordonnées 




Fi g. 50. 



polaires sont p, 6, '^, et p -|- dp, 0, tp. Remarquons que dx, dy, dz 
sont les projections orthogonales de dp sur les trois axes de coor- 
données. lYoii : 



dx 



X 



dy 

y 



d;; 



d 



us 



z 



Nous pouvons remplacer : 

dx, dy, dz, dp 
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par lies <[uantîtés proportionnelles. On conclut de lii : 

OU OU OU OU 

* Op Ox Ov Oz 

U'est ce que nous voulions établir. 
On a : 






D'autre part, on peut écrire : 

!•- ^ a* + y — 2 ao cos h 



en posant (Kg. .">.'>' : 



On tire de là : 



c'est-à-dire : 



= MO>Ï 



rdr -^-- pdp — a cos HAz 



dr — a cos h 



I 



(h r 



Par suite 



(-^) 



l Or 



Oo r- Oo 



(4) 



.— . , 

a ci>s 'J — 3 



Oo r 



:i 



Donc : 



^ OU r , 2apcosO — 2p- ;• , a' — o- — r- , 

2 ? -;^ = / ;- -^ ^^ ^1- - I ;- ;:! ^l^> • 



Or : 



et: 



c' r 



V=|V " ~>'" de./. 

V ' r 



■ M 
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D'où : 

^ dp 

Cette relation va jouer un rôle essentiel dans nos raisonnements. 

La fonction U est un potentiel newtonien dû a une surface atti- 
rante. Donc U a des dérivées partielles de tous les ordres qui 
sont finies et continues, en tout point situé à Tintérieur de la 
sphère. De plus on a : 

AV = 

dans le même domaine. Maintenant il est clair que p — ^ — est aussi 

^ * dp 

une fonction continue et possède des dérivées à Tinfini. En outre, 
on a : 



(^f)=»- 



En effet, de la formule : 






* i^p i\\ "' Oy Oz 

on déduit : 

et, comme on a : 

AU = 0, 

ce qui entraîne : 
on peut écrire : 



A 



La relation : 



(^-f)-- 



AV = 



est ainsi vérifiée. 

En un mot, il résulte des remarques précédentes que V est 
une fonction harmonique dans la sphère. 
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Il nous reste à constater que V (x, y, z) tend vers V (x', y', z') 
quand le point M (x, y, z) tend par un chemin quelconque vers le 
point M' (x', y', z') de la surface de la sphère. 




Fig. 5;. 

Rappelons d^ibord un résultat établi dans la théorie des sur- 
faces attirantes. Soient (fig. 57) : 

S une surface attirante. 

My un point fixe de S. 

M un point de l'espace . 

X, y, z les coordonnées de M. 

MMy la droite qui joint M a M^. 

M' un point de S. 

x', v', z' les coordonnées de M'. 

^ une fonction de x', y\ z'. 

[JL,, la valeur de ;jl' en My. 

Supposons que le point M tende vers le point My en suivant la 
droite fixe MMy. Prenons la normale à S en My pour âxe des z et 
le plan tangent à S en My pour plan des x, y, les axes de coor- 
données étant d'ailleurs rectangulaires. C.onsidérons maintenant 
rintcgrale : 

J r' 
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V étant la distance MM'. Si les axes sont quelconques, on a : 



J 



r i\M[x'Jco^ 

7 r» 



X étant la projection de M sur la normale en M^, projection 
laite parallèlement au plan tangent en M^. Le champ d'intégration 
est toujours la surface S dont dw' est un élément. Cela posé, on 
sait que : 

lim^^oJ =^";\. 



Appliquons cela. 



Mo 




Ou a (fi g. 58) : 






n'—çj /^;^M..Nd(./ 



M.N J 



..••» 



Si M tend vers M^, N y tend aussi. Dans ce cas, on a ; 



Il m — 



.,2 ^2 



M.,X 



= lini la -|- 01 -^1^ 2 a, 



car ; 



.M„X 



a 



— ON =- a 



cos a, 



a étant l'angle MON, ce qui prouve que : 

lini M..N=^llni a — 01. 
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D'autre part, en vertu du lemme rappelé plus haut, ou a ; 



D'où : 



lini / 2_ — z ..;j.ç. 



lini Y = 4'ï:a[jL„ 



ce qui donne bien : 

lini V = V. 

En définitive, il est prouvé que la fonction V résout le problème 
de* Dirichlet dans le cas de la sphère. 

87. Reprenons la formule : 

OU 



V = U+2p 



Oo 



On sait que U est le potentiel dû à une certaine couche de 
matière attirante répandue sur la surface de la sphère. Aucune 
des masses qui engendrent U n'est située à l'intérieur de la sphère. 
Donc (S 23), dans ce domaine, U est développable en série de 
polynômes sphériques : 

U = n,+ II, + II, + + II.. + ... 

On peut écrire : 

Xp étant une fonction sphérique. D'où 

l' = X„+oX, + p='X,+ ...H-f"X„+... 
Les quantités Xj ne dépendent que de et '^. D'où : 

Ces deux séries sont converg<»ntes pour : 

? <a. 

On déduit de là qu'à l'intérieur de la .sphère V est développable 
en série de polynômes sphériques : 

V === s (2 a + l,i ?"X„ =^ V :2 n + l,i n„. 
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Ce développement est valable pour tout domaine contenu dans 
la sphère. 

On ne peut pas, en général, modifier l'ordre des termes dans 
les séries précédentes et ordonner par rapport à x, y, z. Cepen- 
dant cette opération est possible (Jj 24) si : 

? < > a, 

À étant une constante suffisamment petite. Donc V est une fonc- 
tion holomorphe dans le voisinage du centre. Il en est de même 
d'ailleurs en tout autre point de la sphère, comme on le verrait 
en ordonnant les développements par rapport à x — x^, y — y^, 
z — Zq, si Ton appelle x^ \\ z^ les coordonnées du point considéré. 




Tirons de là une importante conséquence. Soit un domaine T 
dans lequel une fonction V est harmonique. Prenons un point M 
(juelconque à Tintérieur de ce domaine et entourons ce point 
(lig. 59) d'une sphère S assujettie seulement à ne pas sortir de T. 
La fonction V est harmonique dans S. Donc on peut trouver une 
nouvelle sphère Savant pour centre le point M, contenue dans S et 
assez petite pour que V soit développal>le dans S en série entière 
procédant suivant les puissances de x — x^, y — yy, z — z^ (si Ton 
appelle x^, yy, Zy les coordonnées de M). Donc la fonction V est 
holomorphe en tout point de T, 

88. Méthode de Thomson. — Knvisageons une transformation 
ponctuelle de Tespace par rayons vecteurs réciproques. Plaçons 
fig. GO) l'origine des coordonnées au pôle d'inversion O et sup- 
posons que la sphère directrice ait un rayon égal à l'unité de 
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longueur. Si M et M, sont deux points correspondants, on sait 
({u'ils sont en ligne droite avec Toriginc et que Ton a : 



OM.OMj=l. 

Voyons les applications de cette méthode de transformation 
à l'étude du potentiel. 

1*... Cas d'un seul point attirant, — Soient (fig. 61) M' un 




îvri 



Fig. (k). 




point attirant et M un point attiré. Au point M' correspond le 
point M'j et au point M le point M,. Posons : 






On a : 



et : 



??. 






— 


1 


•"l 




?. . 




?'. 


r 




5' 




3 



il cause de la similitude évidente des triangles OMM' et OM,M',. 

Supposons que le point M' porte une masse m' et le point M'^ 

une masse m',. Quant aux points M et M^ leurs masses sont par 

hypothèse égales à +1. Alors, si nous appelons Y le potentiel 

voiycKKk. Potcni. Newt. i3 
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dù il Taction de M' sur M et V, le potentiel dû a Taction de M', 
sur Mp nous avons : 



I)\)ii : 



r r. 



r, _ m', V 



Or: 



r 



1 



m' V, 



?, 



,'• 



(• 



Par suite 



«"'4 ^' _ ?i 



m' V. p' 

Choisissons m', de telle façon que : 

m'. 1 



m p * * 



Puisque m' est donné, on voit que m'^ peut être déterminé. De 



m' 



plus, le rapport — J est indépendant de p. On a alors : 

V ~?'' V ~ ~ ? 
c'est-à-dire : 

2". . . Cas de plusieurs points formant un ensemble discret, — 
Soient M un point attiré portant l'unité de niasse et : 

un système de p points attirants portant respectivement les 

masses : 

m, m^ m, nip. 

Le potentiel produit en M est : 



m, 



•=z-^ 



en désignant par r^y la distance MM,. 
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Appelons M' le point qui correspond k M dans Tinversion et : 

M' w w w 

ceux qui correspondent à : 

Posons en général : 

OM'^p', OMV-=?', 
]MMi==ri, M'M'. = rV 

On a : 

?»- »"i»" i ^ 

et : 



5' r' 



?i 



pour toutes les valeurs de Tindicc ! depuis 1 jusqu*k p. Al ta- 
chons maintenant k chaque point M'i la masse \\\'^ déterminée 
par la relation : 



m', 1 



- :. 



l»i ?i 



D'autre part, considérons le potentiel V produit en M' par 
Tattraction des points M'^ : 

1 
On a : 





r' r ?' 






m', 


nii p, 


1 


m. 


r'. 


,o'V' — V. 


s' 


Ti 



D où : 



Comme on a : 
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on en déduit : 

V=pV. 

3**. . . Cas d'un volume attirant, — Considérons un volume atti- 
rant T où la densité de la matière est [jl en chaque élément de 
volume dT dont le centre de gravité est le point M. Soit P un 
point attiré portant Tunité de masse. Appelons r la distance M P. 
Le potentiel produit en P est : 



c/.;T) 



[idT 



Transformons par inversion. Le volume T devient un volume T' 
où la densité de la matière est y-' en chaque élément de volume d^' 
dont le centre de gravité est le point M'. Soit P' le point qui 
correspond à P. Appelons i*' la distance M'P'. Le potentiel pro- 
duit en P' par T' est : 



V 



JiT/) r' 



Mt' 



Le point M' est supposé, lui aussi, porter Tunité de masse. 
Quant à a', on peut le choisir arbitrairement. Posons : 






jJidT 



A . 



on appelant p^ la distance OM et ^'^, la distance OM'. Désignons 
enc<)re par p la distance OP et par p' la distance OP'. On a : 



P?'=?M?M/=1 



ot : 



Doù 



Prenons donc : 





?' 


? 


/ 

M/ 


r' 






?M 




? 


r 




cb 




■Jl' 


- = 


Jl' 


1 




« 


:^ 
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Alors la relation : 
est bien vérifiée. D'où : 

On en conclut : ' 

4* Cas d'une surface attirante, — Conservons les mêmes nota- 
tions, en remplaçant seulement les éléments de volume dT et dt' 
par les éléments de surface dco' et da>'. On a ici : 

^"'-0- - * 

— — ? M/— -7î — 



u 



Pm 



On prend donc : 



et Ton a encore 



D'où : 






tx'dw' 1 



V = pV, V = p'V. 



5® Cas d'une ligne attirante, — Conservons toujours les mêmes 
notations, mais en remplaçant les éléments de surface à^ et A^' 
par les éléments de longueur ds et ds'. On a ici : 



On prend donc 



et Ton a encore : 



ds ''"^ 


1 




— ?M 


JJl'ds' 1 

uds Pm 


• ? M' 
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D'où : 

5° Remarque. — Dans tous les cas examinés, on a : 

V=pV. 

Supposons que P' s'éloigne à rinflnl, alors P tend vers rorî- 
gîne, p tend vers zéro et V reste fini. Donc V tend vers zéro. 

Supposons maintenant que P s'éloigne à l'infini. Alors pV 
tend vers la valeur A de la masse totale qui engendre le poten- 
tiel V. Il en est donc de même de V quand P'tend vers 
Torigine. 

89. Equivalence des problèmes de Dirichlet intérieur et extérieur. 
— Soit une fonction V, (fig. 02) harmonique à l'extérieur d'une 



(Sil 




Fig. 6a. 

surface fermée S^, s'annulant à l'infini et prenant sur S, des 
valeurs données. Admettons que les dérivées premières de V, 
restent finies et continues même sur S,. On peut alors construire 
une fonction définie, uniforme et continue a l'intérieur de S,, 
qui prenne sur Sj les mêmes valeurs que Vj et qui possède à 
l'intérieur de V, des dérivées continues des trois premiers ordres, 
dette nouvelle fonction peut être regardée comme un prolonge- 
ment de la fonction V,. On a : 

AVj =0... à l'extérieur de S, 
AVj 1^0... à l'intérieur de S,. 

De plus les dérivées de V, sont en génér.al discontinues quand 
on traverse la surface S,. Dans ces conditions, il est clair que 
V, peut être regardé comme la somme de deux potentiels, l'un 
dii a une couche attirante répandue sur S^, l'autre dû k des masses 
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distribuées a rîntéricur de S,. Effectuons maintenant la transfor- 
mation de Thomson. Le potentiel V, devient un potentiel V et, 
en deux points correspondants on a la relation : 

Par cette même transformation, la surface Sj devient une nou- 
velle surface fermée S et, si le pôle d'inversion a été pris à l'in- 
térieur de Sj, l'espace extérieur à Sj devient l'espace intérieur 
à S. Le potentiel V est dû a des masses extérieures à S ou situées 
sur S. Donc, à l'intérieur de S, on a : 

AV=0. 

Donc V est harmonique. De plus V prend sur S des valeurs 
qui sont données par la relation : 

Y = — V 

On voit par la comment on peut ramener le problème extérieur 
de Dirichlet au problème intérieur, et réciproquement. 
J'indiquerai seulement, pour terminer, que, si la fonction : 

est harmonique à l'extérieur de Sp la fonction : 

V(x,y..)-|v,(-i.,-I-,^) 

est harmonique à l'intérieur de S. C'est ce que nous venons de 
voir. On peut le vérifier par un calcul direct. 

90. Cas du potentiel logarithmique. — Soit un potentiel : 

r 



V = S m loff-^^ 

^ 



^g 



i 



dû h des masses quelconques. Faisons une inversion comme 
ci-dessus, mais en donnant des masses égales à deux points 
correspondants. On a : 

V, = Sm log 



ï*o 



Pi 
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D'où : 

r p' 

\ j — A = Im log — = 2m log -^ > 

**i Pi 

eu reprenant les mêmes notations que pour le cas d'un point atti- 
rant au paragraphe 88. On peut écrire : 

Yj = V + 2mlog-^ — Smlog^. 

r, p 

On voit que la différence V, — V ne dépend que de la position 
et de la valeur des niasses attirantes données. 

La conclusion est la même, qu'il s'agisse de points discrets, 
de surfaces ou de lignes. , 

On verrait, comme pour le potentiel newtonien, qu'on peul 
ramener le problème de Dirichlet intérieur au problème exté- 
rieur, et réciproquement. Seulement, ici, si : 

V(x,y,z,) 
est harmonique. 



l?" P" pV 



l'est aussi. 



91. Propriétés des fonctions harmoniques à Tinflni. — Considé- 
rons l'espace extérieur a une sphère 2 de rayon 1 (fig. 63). Soient 
M et Mj deux points correspondants dans l'inversion définie par 2 
prise comme sphère directrice. Posons : 

p = OM, p, = OM,. 
On a : 

Si V, est une fonction harmonique à l'extérieur de S, la méthode 
de Thomson permet de construire une fonction V harmonique à 
l'intérieur de 2. Entre les valeurs de V et de V, en deux points 
correspondants, on a la relation : 

v=?.v.. 

Remarquons que V est harmonique même au voisinage de O, 
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pourvu que V^ s'annule à rinfinî et s'y comporte régulièrement 
comme un potentiel newtonien. 




Fig. Gl. 

Cela posé, on peut écrire (S 87). 

V=2(2n + l)n„ = 5:(2n + l)?-X„. 



D'où : 



V \ 



V. = S(2n+l) "'■■ 



^ 2DH i 

ri 



en posant 



n;=?.-x„. 



Le développement de V est valable à l'intérieur de 2 et celui 
de V, l'est k l'extérieur. 

92. Remarque. — Considérons (fig. 64) une fonction V har- 
monique en tout point M situé à l'intérieur d'une sphère S, saut* 
peut-être au centre O. 

Posons : 

J— C ^^^ 



lOÀ 
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X étant une sphère de rayon p concentrique à S et tout entière 
intérieure à cette dernière sphère. On voit que J représente la 




valeur moyenne de V sur S. Envisageons maintenant une sphère û 
concentrique aux premières et de rayon 1. Soit : 

d(o 



dT 



47:0- 



Alors d^ est un élément de la sphère Q. D'où : 



J 



= rVdcr. 



On en déduit : 



dJ 
d 



p J{Q) dp 47:p- Jr) dn 



2 dJ 



1 fdV , 

= -7 — 1 —. — dw. 
4 7: c/:: dn 



Considérons deux sphères ï et IL' correspondant à deux valeurs 
dide rentes de p, p et p'. Kntrc ces deux sphères, V est harmo- 
ni({ue. D'où : 

I -î (1(0= / — ; UO). 

«^'s un Jï' (lu 

l'ar suite : 

, dJ 



'''ir 



= C'"' = — C. 



i 
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On en déduit : 

dJ _ C 
d? - ?* 

J = ^ + A, 

P 

A étant une nouvelle constante. 

Si V est harmonique même en O, J conserve une valeur finie 
lorsque p tend vers zéro, car si on pose alors : 

|V|<N 

on a évidemment : 

|J|<47:N. 

Donc : 

C = 0. 

La même conclusion subsiste, si, Y n*étant pas harmonique en O, 
on peut cependant réaliser l'inégalité : 

Dans ce cas en effet, des que p serait assez petit, on aurait : 

|V|<J. 

si C était différent de zéro. Mais cela est impossible puisque J est 
la valeur moyenne de V. D'où : 

C = 0. 

D'ailleurs la conclusion ne serait plus exacte dans d'autres cas, 
du moins en général. Prenons en effet par exemple ; 



On a ici : 





V 




1 

? 


• 


' d(o 






4 


^?' 



D'où: 



C = l. 
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93. Théorème analog^ue à celui de Laurent. — Soit V une fonc- 
tion harmonique dans l'espace compris entre deux sphères 
concentriques S^ et Sj dont les rayons sont respectivement p„ 
et p, (Po^^Pi)- Cette fonction est susceptible d'un déçeloppement 
en série analogue à celui qui est connu sous le nom de formule de 




Fig. 65. 

Laurent pour les fonctions analytiques holomorphes dans une 
couronne circulaire. 

Soient x, y, z les coordonnées d'un point M situé entre les 
sphères S^ et Sj. Posons (fig. 65) : 

p = OM = V^x* + y' + z*. 

Nous supposerons, ce qui est permis évidemment, que V reste 
finie et continue ainsi que ses dérivées sur S^ et Sj ; cela revient à 
dire que Y est harmonique dans un espace un peu plus grand que 
celui que nous considérons. Dans ce cas, on peut, d'une infi- 
nité de façons, construire une fonction W jouissant des propriétés 
suivantes : 

1® W est défini à l'intérieur de S^. 

2** Si Ton considère une fonction B qui coïncide avec V 

entre S^ et Sj et avec W à Tintérieur de S,,, B présente tous les 
caractères de continuité des fonctions harmoniques régulières. 
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Posons maintenant : 

et 

On a: 

AU = Ae = AW pour p < p, 

AU = Ae=AV=0 pour p,<p<pj 

AU = pour p > Pi . 

(3r on peut écrire : 

V = (e — U) + U pour po<p<p,. 

A l'intérieur de Sj, on a: 

A(e— u)=o, 

d'où (§ 87) : 

e — U=S (2 u + 1) n„ = S (2 n+ 1) p"X„. 

(le développement est valable pour : 

Cela posé, U est un potentiel newtonien engendré par des masses 
situées toutes à l'intérieur de S,,. Donc, pour: 

Po<P<?ii 

on a (S 91) : 






n 



q2 n +1 - j.n + 1 

On conclut de là : 



V = 5:(2n+l)n„ + S-;^;^ 



4 

ou encore : 



V = £(2n+l)p»X„ + ï-^ 



? 



Ce développement, dont l'analogie avec celui de Laurent est 
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manifeste, est valable à Tintérieur du domaine où V est harmo- 
nique, c'est-à-dire pour : 

Po<P<Pr 

94. Je dis que le développement précédent n*est possible que 
d'une seule manière. Cela peut paraître paradoxal, car le choix 
deW comporte beaucoup d'arbitraire. Néanmoins, voici la preuve 
de ce fait. 

Commençons par démontrer une importante propriété des poly- 
nômes sphériques. Posons : 

Xn et Xp étant deux fonctions sphériques. Considérons une 
sphère û de rayon p ayant pour centre l'origine et comparons 
sou élément infinitésimal dcu à celui de la sphère S concentrique 
et de rayon 1. Si l'on appelle ?,S, ? les coordonnées polaires 
d'un point, on a : 



d(t) = p* sin 8d8d'^ = oMo". 



\ 



D'autre part, on a : 



i("-^"-4=^)''-« 



en vertu de la formule de Green, car: 



Mais ici : 



d 



dn Oo 



d'où : 



Or : 



X,(".|^-"-^)-"-''- 
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Remplaçons ; il vient : 

(p-n)?M»-.jr^X.X,d, = 0. 

Donc, sî n :^ p, on a : 

rx.x,dT=o. 

c'est-a-ciîre : 

rX„XpSin6d9d? = 0. 

Il est clair que cela n'est plus vraî sî n=p. 

Supposons maintenant qu'il y ait deux développements pos- 
sibles pour une fonction V harmonique entre deux sphères con- 
centriques Sç et S,. Posons : 

r 
Notre hypothèse implique qu'on puisse écrire : 

en retranchant l'un de l'autre terme à terme les deux développe- 
ments distincts de la même fonction. Or je dis que cette consé- 
quence est absurde. En effet, nous savons que la série 2Y„ est 
uniformément convergente comme étant la différence de séries 
qui le sont. Multiplions alors les deux membres de l'égalité : 

2:y.=o 

par Yp et intégrons sur la sphère 2. On a : 



EX '■■'■''" +X.'*''"='' 



en permutant les signes S et | , comme cela est permis à cause 
de l'uniformité de la convergence. Dans l'égalité précédente, le 
signe S ne porte que sur les termes pour lesquels on a : 

Mais on a : 

''Y„YdT=0. 



X- 



iio THÉORIE DU POTENTIEL NEWTONIES 

Voici une application. Supposons que Ton ait : 

1V|<K?-, 
K étant une certaine constante positive. On peut écrire : 

|vi<-^?"^', 

» 

quel que soit p. Prenons : 

K 

On est dans le cas signalé plus haut. D'où : 

pour toute valeur positive de p. Dans ce cas, on a : 

pour toute valeur de p supérieure à p^. La valeur principale de V 
à rinfini est alors : 

X„+gX,+ + ?"X.; 



1 



c est un polynôme. 

Si la l'onction V est en outre harmoni([ue et régulière à Tinté- 
rieur de Sy, on a simplement : 

V = X„4-,oX, + o'X,+ 4-?''X. 

rt alors Y est un polt/nôme. 

Si enfin Y est une fonction harmonicpie régulière dans tout 
l'espace, sauf ii Tinfini. et si Ton a : 

!V|<K, 

on voit (jue Y se réduit à une constante X^. (Test là un théorème 
analognt' ii erhii (|ui est connu sous le nom de Liouville dans la 
théorie (h*s fonctions analyti([ues d'une variahle imaginaire. 

96. Altrks remarques. — Soit une fonction Y harmonique 
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à rintérleur d'une sphère S, sauf au centre O. Entourons ce 
point d'une petite sphère S^. On a : 

v=5:.o-x.+i:^, 

pour p compris entre p, et p^. Mais p^ est quelconque. Donc ce 
développement est valable pour tout le domaine limité par Sj, 
Si on a : 

ivi<^, 



? 



5(p) tendant vers zéro en même temps que p, on voit comme 
ci-dessus que X'. est nul. 
Donc si : 

|V|< ^ 






on peut écrire : 









La démonstration est la même que pour la proposition analogue 
du paragraphe précédent. Dans ce cas, le produit p„V reste fini 
à Torigine. 

Si la fonction V est en outre harmonique et régulière à Tcxté- 
rieur de S, et même h Tinfini, on a simplement : 

Y ''^ 1 "^1 , , -^ n - ! 



? ?* 



Enfin si on a en plus : 

ivi<4-^ 



? 



V se comporte comme un potentiel à Tinfini et alors on a : 

V = " 







97. Théorème de Hamack. — Soit un domaine T. Considérons 
une suite de fonctions : 

définies dans ce domaine. Nous ferons les hypothèses suivantes : 



'IfA 
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t*'... toutes les ronctîous U sont harmoniques dans T. 
2'\.. toutes les fonctions U sont positives dans T. 
.'V^.. ou peut assigner un nombre positif K, indépendant de n 
et du point x, y, z choisi dans T, tel que : 

l',4-U.+ H-U.<K. 

Voici une première consécjuence. La série : 

l\+U.+ + U.4- 



est convergente en tout point de T. Sa somme est donc une 
fonction de x, y, z définie dans T. Je dis que cette fonction est 
/i(infionif/Ne. 




IMmmious en ellet, dans le domaine T, un point M, quelconque 
lig. (>() . Kntourons ce point d'une première sphère S' située 
lout entière dans T, puis d'une seconde» sphère S concentrique si 
la première et intérieure à celle-ci. Soit M' un point de S' placé 
au ctMitre de gravité de l'élément dco' de cette sphère. Appelons 
r„ la valeur de l,, eu M'. Prenons maintenant un point M il Tin- 
térieur de S et appelons l\ la valeur de la fonction envisagée on 
ce |>oint. Posons : 

>rM-::-% 5m' .^r 
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ii\ 



et désignons par a le rayon de S'. Puisque \\ est harinoniciue 
dans S'j on a : 



Posons : 



On a : 



1) où : 



U.= / U;-^; Ç-dco'. 

c';s^ 47:ar 

A„ = / l"„d(o'. 

n 



()<VA.<47:a*K. 



Donc la série : 



A, + A,+ + A.+ 



dunt les ternies sont tous positifs, est convergente. 
Posons : 



4î:ar* 



11 est clair que r ne s'annule jamais, si, comme nous le suppo- 
sons, M reste dans S et W sur S'. On a : 

r > a — b, 

en appelant b le rayon de S. Donc h et ses dérivées successives 
sont des fonctions qui restent toutes finies. Posons : 



il 

dx 



<»., 



il 



<B., 






ùz 



<B. 






<Bj, etc. 



On a : 



U.=- 






/ V'.Odw'. 

.'3'! 

0*0 



/ 



= U' 



... etc. 



Ox' 



do' 



aii TUÉOttlE DV VOTEXTIEL NEWTONIEX 

D'oîl : 

ou 






Consulérons alors les séries : 



U.H-U,+ + U,+. 



«)x dx ùx 

iv-u, »vi:, i>iu. 



ùx" i^x" Ox 



* 



Klles sont toutes comparables ù la série : 

A,4-A.+ + A„+... 



Donc elles sont toutes absolument et uniformément conver- 
gentes clans S. On conclut de là que leurs sommes sont des fonc- 
tions continues dans le même domaine et (ju'elles ont respective- 
ment pour valeurs 

,. (HT (VU 

(»X (\\- 

Par suite U a des dérivées <le tous les ordres dans S. 
D'antre part, en vertu de ce (jul précède, on peut écrire : 

AU -:ÏAU„ 

et comme : 

Al'., -=.(), 

on déduit de là : 

AU^O. 

Donc la l'onction U est harmonitjue dans T : le théorème de 
llarnack est démontré. 



CHAPITRE VI 



DOUBLES COUCHKS 



98. Définition d'une double couche. — On est amené à consi- 
dérer dans la théorie du magnétisme des systèmes attirants for- 
més de deux couches attirantes infiniment rapprochées 
et telles qu'en deux points correspondants de ces deux 
couches les densités soient égales, de signes contraires 
et très grandes. De pareils systèmes s'appellent doii- 
blcs couches. 

i^réciftons cette définition. 

Soit M' (fig. 07.1 un point attirant, m sa masse, et M 
un point attiré. Désignons par x', y', z' les coordon- 
nées du point M', par x, y, z celles de M et par r la 
distance MM'. Le potentiel newtonien Y du ii la masse m 
a pour valeur au point M : 

,, m 

r 

Supposons que, M restant fixe, M' se déplace, et 
soient ç, r,, ÎJ les composantes de sa vitesse; les coordonnées 
x', y', z' et le potentiel V sont alors fonctions du temps t. On a : 



et 



dx' dv' 

^ dt ' '' dt ' 


y dz' 

^ - dt ' 


... 

^ m '=1 '■ 


• 

ri '■ ' 


dt -'"^ Ox' ^ ' .H' 


'• ' ,v.' ■ 



iitî THÉORIE DU POTENTIEL NEWTONJEN 

La variation dV du potentiel pendant un temps très petit dt 
«»st donc : 

[0 — d — — — -| 

Pendant ce temps dt, le point M' est venu en M" et dV n'est 
il litre que la différence de deux potentiels : Fun dû a la masse 
+ m située en M", l'autre à une masse égale située en M'; on 
peut aussi regarder dV comme la somme de deux potentiels : 
l'un dû à la masse + "^ située en M'', Tautre a la masse — m 
située en M'. 

L'expression dV est donc encore un potentiel newtonien, celui 
([u'engendreut deux masses très voisines l'une de l'autre, égales 
et de signes contraires. C'est, par exemple, le potentiel d^un 
très petit aimant dont le pôle austral serait en M'' et le pôle 
boréal en M'. 

Considérons de même un volume attirant; son potentiel est 
exprimé par Tintégrale : 

l'dT' 



=/-^ 



Supposons c[uc chacun des points attirants M' se déplace, 
pendant un temps très petit dt, d'une très petite quantité M'M" 
dont les projections sur les trois axes de coordonnées soient (dt, 
r,dt, ÎJdt ; la variation dV du potentiel sera : 



dV = 






Cette intégrale peut être considérée comme le potentiel d'an 
volume magnétique, chaque élément dT de ce volume ayant un 
moment magnétique dont les projections sur les trois axes sont : 

[x'dtdT'î, l^'dtdT'r., [x'dtdT'Ç. 

I^xamiiions enfin le cas d'une surface attirante ; son potentiel 
V est représenté par l'intégrale de surface : 



^ 



îi'do)' 



=/^ 
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Kii opérant comme précédemment, on est conduit à envisa^rr 
rintégrale 



1 






Cette intégrale peut être considérée comme représentant le 
potentiel dû ii des masses attirantes répandues sur deux surfaces 
très voisines dont les points se correspondent de manière qu*en 
deux points correspondants les densités soient égales et de 
signes contraires; le segment déterminé par deux points corres- 
pondants a pour projections, sur les axes de coordonnées, 
;dt, 7«dt, !^dt, les quantités i, r., !^ étant des fonctions de x', y', z'; 
la direction de cette ligne varie donc d*un point ii l'autre de la 
surface. 

On peut encore considérer l'intégrale (Ij comme le potentiel 
engendré par une infinité de petites aiguilles aimantées implantées 
dans la surface, la direction de Taiguille qui perce la surface au 
point x', y, z' étant celle du vecteur ;, 7,, v l'»e telle distribution 
de niasses attirantes s'appelle feuillet magnétique. 

11 est clair que, dt étant très petit, le potentiel d'un feuillet 
magnétique est lui-même très petit, si la densité [jl' est finie. Kn 
général on suppose la densité très grande de façon ({ue le produit 

Y-'ài soit fini. Le potentiel prend alors une valeur finie et on peut 

1» # • 
écrire : 

ol 0-1 

■ \iù 




ày' 



"-1 



jjl' ayant dans cette expression une valeur finie et désignant la 
même chose que u'dt dans Texpression (li. 

Supposons maintenant que le vecteur ;,r,,ÎJsoit, en chaque 
point, normal ii la surface, c'est-à-dire <[ue Ton iiit : 

j / O' V» ^/ 

1 3t , Tj p , ^ j , 

*'>?'» y désignant les cosinus directeurs de la normale au point 



'ji8 
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x', v\ z' ; le feuillet prend alors le nom de double couche ei le poten- 
tiel s'exprime par Tintégrale : 



j '^'[-5? 



r 



1 



w 



i>V 



./ 



?'-t 






do>'. 



99. Étude du potentiel d'une double couche. — Soit Vie potentiel 
iriino double couche S ; on a : 






dci>'. 



» » • 



C(* ipii penl s écrire : 



;■) "<=-] À-'-i 



-u „i ji 



3' 



r 



1>V 



•/' — L dw' 



i»OÏ 



osons : 



U 



U 



=i 






=/^ 



r 



L,= 



hi ionctiou V prend la forme : 



1 -i-i 

/ r 



•; 



'•=-(^ 






Oz / 



On voit par laque, les fonctions U,« U^, rjétant des potentiels de 
.sif/i/}les couches^ c'est-ii-dire des potentiels de surfaces attirantes 
ordiiniires, la foncticni V se comporte comme les dérivées pre- 
micres ile ces potentiels; en particulier, la fonction doit éprouver 
une discontinuité ([uand le point sittiré se déplace en franchis- 
sant la surface S. N<nis étudierons plus l(nn cette discontinuité; 
reniar<pn)iis pour rinstant tprcn vertu de la formule i^)^ le poten- 
tiel dH/u' double couche est une fonction harmonique en tout 



DOVttLES COrCIIES 219 

point de r espace sauf sur la surface qui porte la double couche 
elle-même. 

100. Avant d'étudier ce quî se passe sur la surface elle-int^me, 
donnons au potentiel une nouvelle lorme qui nous sera très utile 
dans ce qui va suivre. 

Reprenons la formule (li et considérons l'expression 

.1 1 1 

^— 0— 



r r V 

dette expression n'est autre que la dérivée de — prise suivant 

la normale ii la surface dont les cosinus directeurs sont a, jï',*''; 

d— 
r 
désîfirnons, suivant la notation hahituelle, cette dérivée par — ; — ; 
^ * du 

le potentiel V devient : 



/' 4 



Soient alors (fig. ()8j do)' un élément de la surface, M' son centre 
de gravité, M le point attiré et » l'angle de MM' avec la direction 
de la normale suivant laquelle on a difFérentié ; on a : 

r l 



ï =-^COS3, 

dn r" * 

quel que soit le sens choisi sur la normale. Traçons maintenant 
la sphère de rayon l ayant le point M p<iur centre et appelons 
dï' Faire de la portion de celte sphère découpée par le cône ayant 
pour sommet le point M et pour hase l'élément do)'; la quantité 
dy s'appelle l'angle solide sous letjuel Télément dw' est vu du 
point M. On a : 

dT. r" 



do' = ± 



COS '^ 



Le double signe provient du double signe de cos'^, c'est-îi-dire 



iiO 
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des deux sens possibles sur la normale. Comparons les deux for- 
mules précédentes ; il vient : 




1 



dn 



, , COS ? J ; . , , 

dci>'= Y^ dw = nid» , 



et rélcment dV de potentiel dA à 
Télément dco' a pour expression : 



(l) 



dV=qi{x'dT'. 



On peut récrire : 



2V 



dV = lil'dT', 



Fig. 08. 



en convenant de donner un signe à 
dy'. Pourvoir comment nous devons 
choisir ce signe, traçons (fig. (>9) les 
doux surfaces infiniment voisines ; 
appelons Sj celle de ces deux surfaces 
où la densité est représentée par la 
fonction ;jl', et S, l'autre surface où la 
densité est représentée par — jx'. 
Soient n^b, et a^h, deux éléments 
rorrospondants d'égale étendue do/ ; soit enfin M le point attiré. 
Joignons le point M à un point de l'élément a,bj et supposons 

que cette droite ne renccmtre la surface S, 
qu'après avoir traversé S,; il est clair que 
lo potentiel dû à ronsemble des deux élé* 
nients a, au point M, le signe de -)- jjl', 
e'esl-à-diro le signe de la densité sur l'élé- 
ment aj),. 11 faut donc choisir le signe -f- 
dans la formule (1), c'est-à-dire considérer 
At' comme ))ositif dans la formule (2). 

Au contraire y si la ligne qui joint le 
point M à rélément dco' rencontre S, avant 
Sp il faut considérer d?' comme négatif. 
Kn d^iutros termes, si l'on appelle vôtè positif Afi S celui de S, et 
r(l/f'//fy(^///yVrluideSj,on prendra comme sens positif sur la normale 




litf. <i'.'. 
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celui qui va du coté né^^atifau côté positif; par suite, rélémeiit 
Jt de la sphère de rayon 1 qui correspond à Télénient dw' de S 
sera considéré comme positif si dco' présente au point M son côté 
positif, et comme négsitif si do/ présente son côté négatif. 

delà posé, l'expression du potentiel dû h la double couche 
tout entière est 

(•«) V=/:x'd,'. 

Crest la formule que nous voulions établir. 

101. Voyons maintenant ce qui se passe quand le point attiré M 
se déplace et franchit la surface. 

Traitons d'abord le problème en supposant la densité constante. 
Le potentiel prend alors la forme : 

V = ixTdT'. 

Nous distinguerons deux cas : 

l^'crt*.— Supposons (fig. 70) que la surface ait une forme et une 
position telles que toute droite issue de M ne puisse la rencon- 
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trer qu'en un seul point. Dans ce cas, ses éléments présentent 
tous le même côté au point M, les (juantités d?' s^ajoutent, car 
elles ont toutes le même signe et leur somme est Tangle solide li 
sous lequel la surface est vue du point M. I /expression du poten- 
tiel est donc 

v=:/o, 
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l'iingle solide Q ûtiint positif ou iiégiitil' siiiviiiit le ei'ité de lu siir- 
l'ace qui est tourné vers le point M. 

Un cas de ce genre est réalisé si lu surface S est une portion de 
plun. On voit alors imniêdijitemoiit ce qui arrive lorsque le point M 
se déplace et vient traverser le phni en un point de la double 
couche. Si le point M tend vers ce point du coté positif t]u plan, 
l'iinglell tend ver» 2îî et le potentiel vers -|-2j:fji': si nucoutraii-e 
y\ tend vers ce même point Hu ctVté nêgntïf, l'angle solide U tend 
vers — 2t. et le potentiel vers — 27:jji'; le potentiel d'une double 
couche plane subit donc une augmentation brusque de 4-^'quHnd 
un traverse lu double couche eu iillunt du coté négittti' au côté 
positif. 



— Suppos 


,.s,(iS-71' 1» 


urliit-e S wWv fjiio co 
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points. C'est le cas général. A un même élément do-' de lu sphi-re 
de rayon 1 tracée autour du point SI, peuvent correspoudie plu- 
sieurs éléments dw',, dw',, dio',.... de S; supposons (jue \ de ces 
éléments tournent leur coté positif vers le point M et que \' tour- 
nent leur côté négatif vers ce même point M. Considérons alors 
dy comme positif pour tous les éléments possibles de S; nous 
pouri-ons écrire: 

C'est cette intégrale qu'il s'agit d'étudier an voisinage de la Bur- 
fuce ; cette étude se fait sans peine dans le eus d'une surface 
fermée et le cas d'une surface quekoiuiue non lermée s'y 
ramèue. 
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Traitons donc d'abord le eus d'une surface lermce. 

Trois circonstances peuvent se présenter : le point M peut «^tre 
intérieur à la surface, à l'extérieur de la surface, sur la surface. 

Supposons-le d'abord à Tintérieur. Tout rayon vecteur issu de 
M coupe la surface un nombre impair de fois -fig. 72) puisqu'on 




Yig. 7a. 

part de l'intérieur et <[u'oii va ii l'extérieur. Les divers éléments 
de surface rencontrés successivement par un même rayon vecteur 
tournent alternativement leur côté positif et leur coté négatif vers 
le point M. On a donc : 

N — N = ± 1 
et 

On doit choisir le signe-)- et écrire V:='i7:|jl' si c'est le rôle 
positif de la surface qui est à Tintérieur: im doit, au contraire, 
choisir le signe — et écrire \ = — ^i-ji.* si le côté positif de la 
surface est le côté extérieur. 

Supposons maintenant le pcûnt M à Textérieur de la surface 
fermée; on voit alors (fig. 7.'^ «jue tout rayon vecteur issu de M 
coupe la surface en un nombre pair de points et (pie Ton a: 



d'où l'on conclut 



X — N' = (). 



V=0, 
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Ainsi, en tout point extérieur ii la surface, le potentiel est nul: 
en tout point intérieur, il est constant et égal à di 4'njx' ; il fait 
donc un saut brusque de 47:jy quand on franchit la surface. 

Supposons enfin le point M situé sur la surface ; supposons eu 




Fig. 71. 

outre (|uVn ce point la surface admette un plan tangent bien 
déterminé. Deux cas peuvent alors se présenter. 

Dans le premier cas (fig. 74), la surface S est tout entière 
située d'un même coté du plan tangent. Tout rayon vecteur issu 




de M ne coupe la surface qu'en un nombre impair de points 

;uitres ([ue M ; la din'érence N — N' est donc égale à ±: 1 et riiité- 

.» 

«finie j dT n'est étendue qu'aune moitié de la sphère de rayon 1. 

• '^ 
P:ir suite, on a : 

\=±'1t.'j.'. 
Dans le second cas ifig. l'y , le plan tangent partage la surface 
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en deux parties : AM'B et AMB. A chacune (relies correspond 
une moitié de la sphère de rayon 1. Pour toute hi partie AM 13, 




Fig. ::>. 

un rayon vecteur quelconque issu de M rencontre la surface un 
nombre impair de fois ; on a donc : 

X — N'==tl 

et l'intégrale «jl' j dT ^X — X'i, étendue à rhéniisphère correspon- 
dant, est égale à ±2t.*j! . 

Pour la seconde partie AMB de la surface, un rayon vecteur 
issu de M rencontre S un nombre pair de fois; on a donc: 

X — X'=0, 

et rintégrale jjl' j (X — X') dy' étendue au deuxième hémisphère est 
nulle. 

Ainsi, dans tous les cas, le potentiel a pour valeur en un point 
quelconque de la surface : 

V=d=2-;JL'. 

On choisit le signe + ou le signe — suivant que le côté posi- 
tif de la surface est le côté interne ou le côté externe. On voit 
que la valeur constante du potentiel sur la surface est la demi- 
somme des valeurs constantes qu'il a à l'extérieur et à Tintérieur. 

PoirccARÉ. Polcnt. Ncwt. i'» 
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Quant aux (lôrivées, elles sont nulles li rintérîcur comme ii rexté- 
rieur et n'éprouvent donc aucune discontinuité quand le point M 
franchit la surface. 

Le problème est ainsi complètement résolu, dans le cas où la 
densité est constante, en ce qui concerne les surfaces fermées; 
passons au cas d'une surface quelconque. 

102. Soit (Tig. 7()'i S une double couche quelconque limitée 
par une courbe C ; cette surface S, ayant deux côtés, on peut en 
tracer une deuxième S', limitée à la même courbe (^ et telle que 
Tensenible de ces deux surfaces constitue une surface fermée. Tra- 
çons donc S' et supposons que cette 
surface porte une double couche dont 
l'épaisseur et la densité soient les mêmes 
que celles de la double couche donnée. 
Appelons V le potentiel de S, V celui 
de S' et W celui de la surface fermée; 
on a : 




S' 



Considérons alors deux points M^ 
et M, situés de part et d'autre de S et 
très voisins Tun de l'autre ; puis désignons par Wp V,, V',, les 
valeurs des trois fonctions considérées en M^ et par W,, V,, V, 
leurs valeurs en M^ ; on a : 

w. = V, + v, 

d'où : 



l 
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W.-W. = (V.-V,)+(V',-V'J. 

w désignant le potentiel d'une double couche répandue sur une 
surface l'erméo, on sait, d'après ce qui précède, que l'on a : 

De plus, les points M^ et M^ n'étant pas situés au voisinage 
de S', la fonction V est continue en ces points et la diflerence 
V'j — Vj est infiniment petite ; l'égalité (l) devient donc : 

\\ — V, = =L4t:.jl'. 
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Soit niaiiitcnaut M^ un point situé sur S entre les points Mj et 
M, ; désignons par W^, V,,, V,, les valeurs des trois potentiels 
en Mç, on a : 

( w^_ w.)=(I4i- v.)+(^4i -V,). 

Le deuxième ternie du second membre est infiniment petit 
puisque V est continu au voisinage de M,,; le premier membre 
est nul puisque W désigne le potentiel relatif à une surface 
fermée ; donc le premier terme du second membre doit être 
infiniment petit et Ton voit que V^ est la demi-somme de V, 
et V,. 

Ainsi, dans le cas où la densité est constante, qu'il s'agisse 
d*une surface fermée ou d'une surface quelconque, le potentiel 
d^une double couche croît brusquement de 4-".' quand on fran- 
chit la surface en allant du côté négatif au coté positif; sur hi 
surface, il prend une valeur égale à la moyenne arithmétique des 
deux limites vers lesquelles il tend quand on s'approche indéfi- 
niment de la -surface du côté positif et du coté négatif. 

Quant aux dérivées premières, elles n'éprouvent aucune dis- 
continuité quand le point attiré traverse la double couche. Cela 
est bien évident puiscpie les dérivées de W sont partout nulles et 
que celles de V restent continues au voisinage de S. 

103. — Abordons maintenant le cas général où la densité est 
variable d'un point à l'autre de la surface. 

Nous ferons les deux hypothèses suivantes : 

1** La fonction jjl' reste finie et continue ; on peut alors trouver 
un nombre A fixe tel qu'en tout point de la surface on ait : 

|;x'|<A. 

2® La surface proposée est telle qu'une droite quelconque ne 
la coupe qu'en un nombre limité de points ; nous appellerons X 
une limite supérieure de ce nombre. 

Ces deux hypothèses nous fournissent une limite supérieure des 
valeurs du potentiel. Soit en effet d^ un élément de la sphère 
de rayon 1 considérée précédemment ; à cet élément correspon- 
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Av\\\ plusieurs éléments de la double couche (en nombre moindre 
que X) et par suite plusieurs éléments de l'intégrale : 

V=Jix'd(r'. 

Désignons par S ;x' dy' la somme de ces éléments ; on a : 

|i:;yd(j'|<NAd<y', 



et par conséquent 



c'esl-à-dire : 



|V|<JXAdc7', 

|V|<47:NA. 



Cela posé, considérons une double couche quelconque S 




Fifr. 77. 



(iig. 77;. Soit M le point attiré; supposons que ce point tende 
vers un point M^, de la surlace où la densité est jjLy Posons 



w = r, 



xW. 



('/est le potentiel d'une double couche dont la densité est 
constante. Comparons ce potentiel à celui de la double couche 
donnée : 

V = fyd7'. 
lN)ur cela, envisageons l'intégrale 



On a : 



\ = u + w. 



Nous savons comment se comporte» la (onction \V; elle a été 
éludiéc ;ui paragraj)he prt'cédtMit. 

Iltndions la lonction t' et v(»yons comment elle se comporte 
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quand M tend vers M^. Cette fonction est un potentiel de double 
couche dont la densité est variable, mais présente ceci de parti- 
culier qu'elle est nulle au point M^. Nous allons montrer que ce 
potentiel reste continu quand le point M tend vers M^. 

Du point Mç comme centre décrivons une sphère de rayon p. 
Cette sphère partage la surface S en deux parties : Tune S' est 
comprise à l'intérieur de la sphère, l'autre S" est constituée par 
le reste de la surface S. 

Appelons U' et U" les potentiels dus respectivement à S' et S^'; 
on a : 

Désignons, en outre, par U^, V\y U"g les valeurs de U, U', U", 
au point M^. Nous voulons démontrer que Ton a 

lim|U — UJf=0 

quand M tend vers M^,* c'est-à-dire ([ue Ton peut prendre M assez 
voisin de M^ pour satisfaire à l'inégalité 

£ étant un nombre donné h l'avance aussi petit qu'on le veut. 
Pour cela, remarquons que l'on a 

U-U„-U'-U'„+U"-U"., 
d'où : 

(1) IU-U,I<|U-U'„| + IU"-U"„|. 

Cela posé, observons que, ;jl' étant fini sur la surface S, [jl' — a^ 
l'est aussi et que l'on peut assigner au module de cette différence 
une limite supérieure a sur la surface S' ; on a donc, en tout 
point de S' : 

li^'— ;-^ol<a; 

d'où, en vertu d'une inégalité démontrée plus haut : 

ir|<47rXa 

et 

|UJ<47rNa. 

Comme jjl' est supposée continue, on peut restreindre assez la 
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surface S', c'ost-ii-clîrc prendre p assez petit, pour que Ton ait : 

et (|irainsi Ton ait : 

(2) |l''-l''J<4f. 

p étant ainsi fixé, la surlace S' est bien déterminée ainsi que 
la surface S". (^)nsidér()ns alt)rs la différence U" — t' "o î '** l^^"^* 
tion U", étant le potentiel de S", est holoinorphe en tout point 
(jui n'est pas sur S" et en particulier au voisinage de M^; on peut* 
donc choisir le point M assez près de M^ pour que Ton ait : 



/• 



:\\ 



U'~U''.l<-i 



Rapprochons alors les inégalités (2) et (i$) de Tinégalité (1): oh 
voit que Ton a : 

|tI-U„|<e. 

La fonction U reste donc continue au voisinage du point M^, 
c'est-à-dire quand M tend vers My et le dépasse. 

Remarquons cpie M peut tcMidre vers M^ de trois façons : 

1® Va\ restant extérieur à S, et du coté positif; 

2® Kn restant extérieur, et du côté négatif; 

W^ Kn restant sur la surface. 

La démonsti'ation précédente s'applique dans ces trois cas. 

Revenons maintenant à Texpression de V : 

Puiscjue U reste continue au voisinage de My, V éprouve en ce 
point les mêmes discontinuités que W. ('es discontinuités ont été 
étudiées au paragraphe précéth'ut ; servons-nous des résultats de 
cette étude, nous obtenons ])our V l<»s conclusions suivantes : 

1" Lorsfjne le point affirr J/, (C a bord crtcrietir à la .surface^ se 
il ('place et la frai'crse en un point oit la densité est [jl^, le poten^ 
tiel de la double conr/te croit brtfsf/tie/nent de -^iTtjJLy si le point M 
passe du coté nèi^atif an côte positif de la surface. 
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2** Le potentiel d'une double couche reste continu sur la surface. 

3® Sa i^aleur, en un point de la surface, est la moyenne arith- 
métique des {»aleurs qu'il prend en deux points infiniment {*oisins 
du premier y mais situés de part et d'autre de la surface. 

104. — Le premier de ces résultats, que nous venons d'établir 
directement, pouvait être obtenu immédiatement comme consé- 
quence de la théorie des surfaces attirantes. 

Nous avons démontré plus haut, en efiet, la formule sui- 
vante (99) : 



Up U,, U, étant trois potentiels de simple couche : 



a'a'dw' 



r 



3'a'da,' 



".=/^ 
".-/ 






r r/d 



Supposons que le point M, d'abord extérieur à la surface S, 
tende vers un point My de celle-ci et la franchisse en ce point ; 

les dérivées premières . * , , * • , -■ -- éprouvent des disconti- 

* Ox Oy oz *^ 

nuités (voir n® 51). 

(]es discontinuités ont pour valeur : 

pour , ' — 47wx uL .a = — 47rx*u. 

* Ox * * 

» -^ — 47:3V.3^=— 47:3'«a' 

» -^ — 47r/'a'.f = — 47rv'\a'. 

Oz » i » « » 

Le saut brusque de V est donc : 
c'est la valeur trouvée précédemment. 
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ItBMAnQi'E I. — Nous avons iippeié « densité », duiis ce qui 
pri'crde, la <|Uiintitê ;j,' ; en réuHtê, lii densité de lu d«nl>lc eoui'lip 
esl le (juotient de [j.' pur In f]uantité liés petite ï <]uÎ représenlp 
l'épaisseui- de la double couche. Mais, pour simplifier, nous cmi- 
linueroiis ii donner le nom de densité li la quantité [*'. 

Hkmauqve II. — Nous avons vu, dans la théorie du potenliel 
ili's simples cuuches, qu'un tel potentiel reste continu dans tmil 
l'espace, niAme quand on franchit la surlace. On peut sVtotinifr 
de ce que le potentiel d'une double couche éprouve une discmi- 
tinuité quand un {'lancliit lu surface, une double couche n'êtuni 
en somme que l'ensemble de deux simples couches très voisines. 

Cela s'explique bien facilement. Appelons S, et S, les deux 
simples couches très voisines et soît z leur distance. Quand on 
fraiiobit la surface S|, puis la surface S,, le potentiel reste cou- 
liiui, mais il varie très rapidement entre S, et S,; en effet, les 
attractions des deux surfaces s'ajoutent dans l'espace qu'elles 
comprennent et, comme on suppose la densité très grande, I» 
dérivée du potentiel est très ffrande elle-mt^me dans cet espace. 
I.a variation du potentiel est alurs d'autant plus rapide que In 
distance e est plus petite. 

l'-n géuéral, on suppose cette distance inlinliiient petite el la 
densité inlinînient grande, de manière que le produit ^' de ces 
deux quantités reste lini; on considère alors les dcu.\ surfaces S, 
et S, comme confondues avec une mùme surface S. Dans ce cas 
limite, qui n'est qu'une fiction analj-tique et ne correspond plus 
i) rien de physique, on s'explique bien la discontinuité du poten- 
tiel ainsi obtenu. 

Ajoutons que ce que l'on appelle alors coté positif de la surface 
c'est le côté défini par les cosinus directeur» a', ^', "/ qui entrent 
dans l'expression de V. 



105. Etude des dérivées secondes d'un potentielde simple couche. 
Cas d'une surface plane. — Nous avons vu qu'un potentiel de 
douille couche s'exprime par des dérivées premières de potentiels 
de simple couche. I.'étude des dérivées premières d'un potentiel 
de double couche se ramène donc ii l'élude des dérivées second^ 
d'un poleuliel de simple couche. 
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C'est cette dernière étude que nous allons faire maintenant. 
Nous commencerons par un cas simple, celui d'une surface plane. 

Soit donc S une portion de surface plane attirante limitée par 
une courbe C. 

Prenons ce plan comme plan des xy. Appelons U le potentiel ; 
on a, en conservant les notations habituelles : 



J V 



Ce potentiel est une fonction paire en z, c'est-à-dire qui ne change 
pas quand on change z en — z. Par suite, la dérivée première -r— 

est une fonction impaire et la dérivée seconde . ^ une (onction 

* Oz* 

paire. 

Prenons alors deux points symétriques par rapport au plan des 

xy; les deux valeurs correspondantes de .^ sont égales et par 

conséquent tendent vers la même limite quand les deux points 

tendent l'un vers Tautre. La dérivée seconde , ' . reste donc con- 

uz^ 

tinue quand on franchit la surface. 

Au contraire, la dérivée première -^- — éprouve une disconti- 

Oz 

nuité et fait un saut brusque égal à ^m^x . Quant aux dérivées tan- 
gentielles, elles restent continues. Montrons-le par exemple 

pour -^ ; on a : 



-T — = / JA— r — dxdv, 
Ox J ^ ^\ 



ce qui peut s'écrire : 



OU 
Ox 



r 4 



OU, en intégrant par parties, 
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La premi(M'e de ces deux dernières Intégrales est une intégrale 
curviligne étendue au contour C; la seconde est une intégrale de 
surface étendue à Taire attirante S. 

L'intégrale curviligne est un potentiel de ligne attirante et 
reste évidemment continue quand on traverse la surlace en un 
point (jui n'est pas situé sur le contour C 

L'intégrale de surface est un potentiel de surface qui reste con- 

"VI • 

tinu dans les mêmes conditions. On peut donc conclure que ^-^ 

reste continu quand on traverse la surface, sauf, peut-être, au voi- 
sinage du contour limite. La même démonstration s'applique 

. OU 
a ~-. 

Comme on le voit, cette démonstration suppose que la densité 
[ji' est continue et admet des dérivées premières. 

Examinons maintenant les dérivées secondes de U. 

. iVU . 

Kn vertu de la relation d), on voit que la dérivée ^ ^ subit 

un saut brusque e^çal a — ■«- --'— ; de même, ^ _ lait un saut 

" Ox dvoz 

, iVjl' iV-L: cY^U iVi; 
brusque éffal a — 4---,-;-—— -r-r- , , . restent continues; 
* ^ ôy Ox* > oy* oxoy 

quant à -;— - , nous avons vu que c'est une fonction paire et que 

les deux limites vers lesquelles elle tend quand on approche de la 

surface en dessus et en dessous sont égales. Cela suppose, il est 

vrai, que ces limites existent. On démontre facilement qu'il en est 

iVL iVU 

ôx* Ov 
consé([uent des limites quand on s'approche de la surface; d'autre 

part, en tout point extérieur à la surface, on a : 



ainsi : les deux dérivées ---7 et -t-^ restent continues et ont par 



AU = 0. 
La dllFérence : 



\ Ox- d\' J Oz^ 



est donc elle-miMUO continue. 

Tout ceci suppose que la densité [x a des dérivées secondes 
([ui restent finies. 
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106. Cas d'une surface attirante quelconque. — Soit S une 
surface attirante quelconque ^lig. 78 , M^un point delà surface, M 
le point attiré qui tend vers ce point en suivant la droite MM^. 

Prenons le point M^ comme origine des coordonnées: nous sup- 
poserons que la surface admet en ce point un plan tangent bien 




Fig. :8, 



déterminé que nous prendrons comme plan des x y, et des rayons 
de courbure principaux bien déterminés; enfin nous nous place- 
rons en coordonnées rectangulaires. 

Reprenons les notations adoptées au paragraphe 40; soit P un 
point quelconque de la surface et P' sa projection sur le plan des 
xy. Menons les droites MP, MP', M^P, M^P' et posons : 

MP = r ; MP' = r' ; M„P = r„ ; M„P' = r^. 

Appelons x, y, z les coordonnées du point M et x', y', z' celles 
du point P; on a : 

r' = (x - x'Y + (y - y')' + (z - z? 
r'^ = (x-xO^ + (y-y7+zV 

Si, maintenant, on désigne par dto' un élément de S, par dx'dy' 
sa projection sur le plan des xy et par a', [î', y' l<-*s cosinus dircc- 
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tours (le la normale à la surface en un point quelconque P de 
celle-ci, le potentiel V au point M pourra s'écrîre : 

i* [jL^dw' y* [ji'dx'dy' 
J V J Y'r 



Posons : 



J V r 



La fonction l" est le potentiel en M d'une portion de surface 

plane attirante, la densité étant représentée par la fonction -^ ; 

cette surface ]>lane est la partie du plan des xy qui comprend 
r(»nsenil)le des projections des éléments dio' de S. 

Nous avons fait, dans le parajjfraphe précédent, l'étude do la 
fonction V: nous allons v ramener celle de la fonction U. 

« 

Posons pour cela : 

W^V — V 

rt étudions la fonction ^V. 

Dans tout ce (]ui va suivre, nous su]>poserons que la densité u.' 
est continue ainsi cpie ses dérivées j)remières et qu'elle admet 
des dérivées secondr's ([ui restent finies. Nous avions déjà fuit 
cette liypothèse pour faire Tétude des dérivées secondes de l''. 

Considérons une dérivée d'ordre quelconcpic de \V; appelons- 
la I)W pour abréj^er ; elle sera de la f(»rnîe : 

I)W :_.P^ x',v' dx'dv'. 
Supposons (prcni ait d<'*montré l'inégalité : 



r 






'o 



k étant un noniKre positif quelctuupie, mais fixe; je dis alors 
que DNV tend vers unt» limite (piand M tend vers M,, en suivant 
la droite» MM„. 

Pour It» voir, traçons dans 1(» idan des xv un cercle (-' de ravon 
z ayant M„ pour centre; ce cercle rst la projection d'une ligne (I 
lra<*ée sur S et entourant M„. La surface S est ainsi partagée 
rn deux parties S v\ S' , S' étant celle qui contient M^. 
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Pour tout point de S' on a : r^' < s, et pour tout point de S : 

A chacune de ces parties correspond une fonctionW ; appelons 
W et W" ces deux fonctions; on a : 

W = W' + \V 

et 

Cela posé, remarquons qu'en vertu de rinégalité (li, on a : 

kdx'dv' 



lD>V'|<r-^^ 

«/ r^ 



dette intégrale est étendue au cercle limité par la circon- 
férence C; transformons-la en prenant des coordonnées polaires; 

posons : 

X = ri cos ; y' = ré sin h. 

L'intégrale peut alors s'écrire : 

ri^i^=krrdride=2.k? 

«/ * «'U * 

et l'on a par suite : 

(2) |DW|<2i:k?. 

Observons d'ailleurs que, la fonction 'j satisfaisant à Tinéga- 
lité (1), l'intégrale 

DW=Pfdx'dy' 

a un sens au point M^; appelons alors DW^ sa valeur en ce point 
et DWy'î l^^Vo' celles des fonctions 1)W, 1)^V" au mt^nie point. 
On a évidemment : 

Dw — D\v, = DNV — D\v;+ 1) w — D^^; 

d'où : 

I D w — D w, I < I D^v — D w; I + 1 D w — Dw; 

Or, je me propose de montrer que Ton a : 

lJni(inV— I)W;i = 
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quand le point M toml vers M^, c'est-à-dire que l'on peut choisir 
le point M assez voisin de M„ pour que l'on ait : 

|DW— D\Vj<e, 

£ étant un nonihre positif donné aussi petit que l'on voudra. 

Kn vertu de riné»ralité (2), ii laquelle DW^ satisfait aussi, on 
peut choisir p assez petit pour que l'on ait ii la fois : 

I R W I < -^ 

et 

1 R^vô 1 < -^ 

et par conséquent : 

linv— mv;i<4^. 

p étant ainsi fixé, les domaines S' et S" sont hîen délimités et l'on 
peut prendre le point M assez voisin de M,, pour que l'on ait : 



e 



|l)NY'_Dw;i<_. 

delà est possihle car, le point My étant extérieur à S", hi fonc- 
tion W" est holomorphe au voisinatre de ce point. 
La position de M étant ainsi choisie, on a : 

|DW_I)WJ<£. 

11 esl ainsi démontré ([ue la fonction DW tend vers la valeur 
1)NV„ (pi'elle a au point M„, <|uand M tend vers ce point, et cela, 
quel (|ue soit le chemin suivi, dette fonction reste donc continue 
([uand on franchit la surface. 

Si une fonction '^ satisfaisant à une inégalité de la forme : 

l?l<-7ïï 

est dite (Cardrc //, le théorinie précédent pourra s'exprimer 
ainsi : <[uanil on franchit la surface, une dérivée 1)W reste con- 
tinue si la fonction sous le siffnt» | est d'ordre 1. 
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Remarque. — On peut énoncer les deux propositions sui- 
vantes quî sont évidentes : 

J® Le produit de deux fonctions qui sont respectivement d'ordre 
m et d'ordre n est d'ordre m + n. 

2® L'inverse d'une fonction d'ordre 1 n'est pas forcément 
d'ordre — 1. 

107. On peut énoncer dans ce langage tous les théorèmes 
établis (chap. III) sur les surfaces attirantes. Par exemple les 
inégalités du Jj 40 montrent que : 

z' est d'ordre 2 

1 1 

— et — 7- sont d'ordre 1 

r r 

r 
— r est d'ordre G 

X — x' V — y' z — z !♦ 1 /% 

, -^ î^— , sont d ordre 0. 

r r r 

Kn général le rapport 

fx — x';^'y — v^^>(z — zO'^ 

où l'on suppose m+p>aH-b + c, est d'ordre 

(m + p) — (a+b + c)... 
etc. 

Considérons maintenant la fonction W envisagée précédem- 
ment ; elle a pour expression : 



w=-/f^'(4-v)d^->'. 



Calculons-en les dérivées premières et secondes ; pour cela^ 

1 1 

calculons d'abord les dérivées de — et de —r . On a : 

r r 



1 x' — X ^1 v' — v ^1 z — z 



./ 



D.— == 



:_• T) = .1 i_. D 



• r r» ' ' r r' ' ' r i^" 

1 3(x' — xi^ 1 ,,1 ;)(x' — x);v'— v) 

' r !•• 1 ' ' •" r ~ !•' 
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1 3y—^■y 1 ^ 1 ;j,y— v)(/.' 



z 



— z] (\ — x'î 



1 __ 3(7/— z)^ 1_ 1 _ 3(z^— zj(x^ 

'* r "■ r» 1=» ' " r ~ r» 



de môme : 



,^1 x' — X 1 v' — V ,.1 — z 



D 



1 a(x'_xV 



^ r' 



r 



1- 1) -1 

r ' ' r 



_ 3(x^ — x) (y' — y; 



r's 



D « A = 



1 3(y'-yV 



y !•/ 



r 



1-. D -— = 



3' / N 

iV Vf 



— '^^; 



• ' 



z 



n'Ii 



1 



^••- 



On a donc : 



,,/3 



1 



..'•' ' 



D„-V = 



1 — .'{ (x' — x) z 



" 1' 



i.'i 






















(V\V 
i>z"- 



|;^"/4-'i.v-.v(^+-f)]a»' 

^-jVpK^-«:(---7-+^)]<'"'- 



0^\ 
Ozt> 
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Je vais dcnioiitrer les pr(i{)(isItions sui vantes : 

1" Quand on Iranchit la surface, les dérivées premières de \V 
restent continues. 

2** Au contraire, les dérivées secondes éprouvent des disconti- 
nuités, sauf si la densité |Ay, au point où l'on traverse la surface, 
est nulle. 

108. Occupons-nous d almrd des dérivées premières. 

Considérons -r — ; la fonction si»us le simie / est : 

ox ^ J 

/ 1 1 \ 

r = :->-^(— -— j. 

(Test un produit de deux facteurs: le premier, ;jl', est d'ordre 
zéro. Montrons que le second est d'ordre 1. On peut l'écrire : 

' l^ >' — x) i' — 1- — ttH ^— î H 7 • 

Cette expression est la somme de trois termes. Le premier 



■ / - ' I 
X — X r 



r'r' 



x' — X 



est évidemment d'ordre 1 : en eflet : ' — ,— est d'ordre 0: de plus 

r 

r' — r est d'ordre — 2, car on a : 

r' — r| < //; 

,,1 T 1 .> 1 1 • '■^' X' '1'' '*' 1 

enlin — r est dorure .s; le produit -.— est donc 

d'ordre 1. 

Il en est de même pour les deux autres termes de Texprt^ssion 

■ Il et Ton voit bien <iue ':> est d'ordre l. La dérivée - — est donc 

continue quand on traverse la surface et cela est vrai <pielle cpie 
soit la valeur de la densité au point où l'on franchit celle surface. 

La même demonstralKUi s étend a -:r — et -- -, et la inopo- 

Oy Oz 

sition annoncée ])our les dérivées premières est entièrement 
prouvée. 

POINCAIIK. Poll'Ill. Nowl. |() 
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109. Passons inuinteiiant au ras des dérivées secondes. Nous 
démontrerons simplement ceci : Si la densité [jl'^ au point M^ où 
Ton traverse la surface est nulle, les dérivées secondes restent 
continues. 

Considérons Tune d'elles, — ^- , par exemple ; la i onction 
sous le signe | est : 

« = ;.'[:nv-x-(-l---^)-(-^--^)]- 

La densité [/^ au point M^ étant nulle et possédant des dérivées 
des deux premiers ordres, la fonction ix' est d'ordre — 1 au 
voisinage de ce point. Montrons que la ([uautité entre crochets 
est d'ordre 2. On a : 

i 1 -/'l_iV± , _L_^_L_^_J .M 





V 


*; \ 


\ r"'r 


1 » " 
r r " 


n a aussi : 








l 
r^' 




l 

r-' 


' 1 



Ail t l-ê l /:! I 

r r r"r ■ rr / 

La quantité entie crochets considérée peut donc s'écrire : 

\ r''r r'r- rr r*r * rr* / 

— 1 r' — r (— r- H ^"H ^)» 

\ r r r-r - rr"* / 



ou encore : 



.3 



^ .» \ — \ - . r — r V r — 



r"'r" ^a^ l'i'i'''! 



avec les relations 

P + 4^ "' 
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C.hncune des- sommes de Texpression (3) est d\>rdre 2; en effet, 
un terme quelconque de la première est de la forme : 

,,. 3 {\! — x?(y — r) 
(4) — ■ '- -. 

\ i j,m...'n 

(x' — x)* 
(le terme est d'ordre 2 car 1® r— est d'ordre m -f- n — 2=4; 

|.in |.'n ' ' 

2® (r' — r) est d'ordre — 2 puisque Ton a : 

et que z' est d'ordre — 2 ; l'expression (4) est donc d'ordre 
4 — 2 = 2. 

Bref, la première somme de Tcxprcssion (3) est d'ordre 2 ; la 

seconde est d'ailleurs aussi d'ordre 2 car tout terme de la forme 

I*' — r 

;;— est d'ordre p -f-q — 2, c'est-à-dire dans le cas présent 

4 — 2 = 2. 

Ainsi l'expression (3) est d'ordre 2, la fonction cp est donc 

■v2\\' 

d'ordre — 1+2 = 1 et par conséciuent. la dérivée -r— ,- est con- 

* ' Ox- 

tinue. 

Le même raisonnement s'applique aux autres dérivées secondes 
de W et la propriété annoncée est donc démontrée : les dérivées 
secondes de W restent continues tjuand on franchit la surface en 
un point M^ où la densité est nulle. 



110. Revenons alors aux potentiels U et 17 considérés au para- 
graphe 106 et supposons nulle la densité au point M^oii l'on fran- 
chit la surface. Nous avions posé : 

La fonction W considérée <lans cette relation est précisément 
celle que nous venons d'étudier et, par suite, les dérivées 
secondes de L\ quand on franchit la surface au point M^ éprou- 
vent les mêmes discontinuités que celles de U' puisque celles 
de W restent continues. 

Or U' est le potentiel d'une surface plane attirante surhupielle 



2ii TIlÉOniE DU POTENTIEL NEWTOSIES 

la densité en chaque point x', y' est représentée par la fonction 



(^)- 



Nous avons étudié au paragraphe 105 comment se comporte 
un pareil potentiel au voisinage de la surface. Reportons-nous 
aux résultats de cette étude ; nous voyons que lorsque le point M 

franchit la surlace au point My, les dérivées secondes : ^ , 

(VU' cVL" iVU' . , 

-T--^ , -TT^ , r— r- restent continues; les autres éprouvent des 
Ov Oz* OxOy * 

discontinuités. Le saut brusque de -r-^- est égal à 

* OxOz " 

— 4- - — ;—-. — et celui de • ^ . a — 4?: — r-^-^ — . 

Ox OvOz oy 

Puisque les dérivées secondes de U éprouvent les mêmes dis- 
continuités que les dérivées secondes de U', on peut donc énoncer 
les conclusions suivantes : 

Quand un point aUirc M franchit une aurfuce attirante en un 

point M., oit la densité est nulle, quatre dérivées secondes. , , , 

ox* 

Oni (V-r (VU 

-T^r > — r-7 et -.--.- , du potentiel U de cette surface restent conti- 
oy- &£." OxOv ' ' 

11 \ r ' ' 1 ^^^' ^'^ • 

nues; tes dcuj' autres dérivées secondes - ^ , r— r— éprouvent 

OxOz Oyoz ^ 
des discontinuités ; le saut brusque de la première est 

— 'i- — r--^ — et celui de la seconde — 4- — r-S — 

ox. Oy 

Kcmar(|uons (pie y' <*s^ <'K'*' ^^ ^ ^^ maximum pour x' = 
et y' =r 0. On a donc au point M„ : 

(>/ 
ox 

et 
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Par conséquent, les sauts brusques considérés se réduisent à : 

— 47w ^ 



et 



4- 



Ov' 



111. Pour traiter la question d'une façon complète, il nous 
reste h examiner le cas où la densité au point M^ est diflerente 
de zéro. 

Nous conserverons les notations précédentes et nous suppose- 
rons toujours la surface attirante réduite ii une petite calotte S' 
limitée par une courbe i\ qui se projettera sur le plan des xy 
suivant une courbe C; cela est légitime, parce que le potentiel de 
la partie restante de la surface est holomorphe au voisinage 
de M^, et n'influe pas sur les discontinuités du potentiel total; 
nous supposerons en outre cette calotte d'étendue assez res- 
treinte pour qu'une parallèle quelconque à Taxe des Z ne la ren- 
contre qu'en un seul point. 

Nous avons supposé dans les paragraphes précédents que la 

surface S' admet en My un plan tangent bien déterminé que nous 

avons pris pour plan des xy. Nous avons supposé, en outre, qu'au 

point Mq la surface possède deux rayons de courbure principaux 

.11 
bien déterminés, entendant par là que les expressions -yr— et -rr- 

de leurs inverses sont bien déterminées pour ne pas exclure le 
cas où l'un de ces ravons ou même tous les deux seraient iufi- 
nis. 

Soit alors 

l'équation de la surface; désignons les dérivées premières et 
secondes de z' par les notations suivantes : 

dz' _ W _ 

dV/ i)V iVz' 

I» . e • t 



dx'^ """ *' Ox'Oy' ~ *' Ov'^ 
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(a'Iu posé, considérons le potentiel U de la surface; il a pour 
expression, en un point M,, extérieur : 

On peut récrire : 

U = / -V — dx'dv'. 
J Y r 

('e sont les dérivées secondes dcî U (pie je me propose d'étudier. 
K ludions d'abord ---^' ; pour cela, calculons -r — : on a : 



OU / il' '^ r 

Ox ^ Y Ox 



, dx'dy', 

Or on a : 

(1) v' = ;;x - x7 + (y - y')* + (z - z')K 

(A)nsidérons r comme une fonction de x, y, z, x', y', c'est-à- 
dire supposons, dans l'expression de r, z' remplacé par sa valeur 
en fonction de x' et y'; on a, dès lors, la relation : 



ou l)ien 



d'où : 



r 




x' X 




z' — z 


Ox' 




!••' 




,.3 r 


. ' 




. ' 


* 


•v^. 


r 




r 




r 


.>x' 




i^x 




Oz P" 


^' 




0-L 




,' 


!• 




r 




V 



p 



Ox Ox Oz 



- — prend alors la forme : 
Ox * 
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û: 



ou bien : 

3: 

en posant 






= J -4-J 



et 






Considérons Jj ; cette intégrale peut s'écrire en intégrant par 
parties : 

(4) J.=- /■ ^dv'+ / -^dx'dj'. 




Or, appelons dw' un élément de surface de la calotte S' et ds' un 
élément de longueur du contour C qui la limite ; on a : 



et 



dx'd/ = v'dw' 
dV = ?',ds', 



^î étant une certaine fonction de x' et y' définie le long de C. La 
formule (4) devient alors : 



(5), 




ds'+ 




dw'. 



L'intégrale J, est ainsi mise sous la forme d'une somme de deux 
potentiels. 



ds' es 



Le premier — / ds' est un potentiel de ligne attirante, 

celui qu'engendrerait une distribution de matière attirante faite 



•iî8 THÉORIE DU POTESTIEL ^EWTOSIES 

sur le contour (], la densité linéaire étant représentée par la 

(onction — -*— 7— ; ce potentiel est une ronction holomorphe au 

T . 
voisinage de M^ puisque ce point nVst pas sur le contour C. 




Le second potentiel / 1 dco' est un potentiel de 

surface, celui qu'engendreraient des masses attirantes distribuées 
sur S', la densité superficielle étant représentée par la fonction 

^4) 

y' — p7 — . Ce potentiel reste continu ainsi que ses dérivées tan- 

gentielles quand on franchit la surface. 

I^a somme J^ des deux potentiels précédents reste donc con- 
tinue ainsi que ses dérivées tangentielles. Il en résulte, si Ton se 

reporte à la formule (3), que — - — et ses dérivées tangentielles 

o-i: d^lî .'^ . ,. . . 

^ ■> , ^ ^ éprouvent respectivement les mêmes discontinuités, 

quand on i'ranchit la surface au point M^^, que l'intégrale J^. 
Ktudions donc J^. Cette intégrale peut s'écrire : 



Posons : 



v=_r-ivLdo/. 

.,' r 



On a évidemment : 






■)■«•■ 



i^x iSxd/. 



iM, iV^V 



Ov i)\dz 



La f4>nction V esl un p4>tentiel de surface attirante, celui qu'en- 
gendreraient des masses distribuées sur S', la densité étant repré- 
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sentée par lu fonction Pi[Jt.'. Or, cette densité s'annule au point M^, 
car le plan langent en M^ étant le plan des xy, on a en ce point : 

nous sommes donc ramenés au cas étudié dans le paragraphe 
précédent. Nous savons comment se comportent les dérivées 
premières et secondes de V quand on Iranchlt la surface en M^ : 

-r^ — reste continue ; ^^^^^ — fait un saut brusque égal à 

'{^) a.v , i¥) 

47: — \r^, — -^ et -r; — r — un saut brusque égal a 4- — ^^ \ ' . 
dx' Dydz * ^ Oy 

On peut donner a ces discontinuités une expression très simple 

en remarquant que p, et q^ sont nuls en M^ et qu'en ce point y' 

est égal à 1 ; on a : 






dx' "■■" ùx' 



et 



Ainsi donc, quand on traverse la surface en My : 

.^ ôV -11 . ùU 

1® — r — reste continu ; donc J., et, par suite, -rr — restent conti- 
dz - ' 1 ' 5x 

nues. Ce résultat était déjà connu (voir § 50). 

2® -t; — r— et, par suite, ^ ^ font un saut brusque égal a 4-'jL'r. : 
dx dz ' * ôx 1 b » 1 » 

■ . fait donc aussi un saut égal à 47:uL'r,. 
dx» b » i 

ô^ -r — r— et, par suite, -^—^ et entin ^r — r— lont un saut brusque 
Oyuz Oy uxoy * 

égal à 47r[ji'Sj. 

OU 
Les mêmes calculs appliqués h -r — nous auraient montré que 

(VU 
-j- fait un saut brusque égal à 47:|jL't^. 



'^} 
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1 1 1 ^^^^ *>*u 

La connaissance des sauts brusques de ^ . - et -r— -- nous per- 

met de calculer immédiatement le saut brusque de -^r . Kn 

edet, la somme AU de ces trois dérivées e§t continue puis- 

(VU 
qirelle est constamment nulle; le saut l)rus(iue de -^ — est dune 

* oz* 

— -^ttijl' (r,H-t,), c'est-à-dire la somme changée de signe des sauts 

, (VU d-U 

brusques de -r— r- et . ^ . 

,,/,,. . . . , <>*U , «VU 

11 nous reste a calculer les discontinuités de-r — r— et de-r — r— • 

oxOz OyOz 

Calculons la première, celle de -r — r— ; pour cela, revenons à 

* ,, oxOz * 

OU 
Texpression (,'V) de -^^ — : 

* ' Ox 

ox 

On a : 

0-U iM, ÙJ, 



Oxôz Oz ùz 

-~ n'est autre que —;— — qui reste continue puisque la densité 

relative à V s'annule en M^. Quant a Jp nous avons vu que c'est 
une S4)mme de deux potentiels: Tun de ligne, l'autre de surface. 
Le premier est holomorphe en M^; il ne fournit donc aucune 
discontinuité. Le second, au contraire, a une dérivée normale 
discontinue ; cette dérivée lait un saut brusque égal à 






i\x' 

puisque la densité est, d'après la formule (.">). représentée par la 
fonction : 

^ «■ • . . 



iVx' 
et qu'au point My, y' est énjal à l. 



L 
I 



DOUBLES COUCHES uii 

D'après cela, ' iait le même saut brusque et, par suite, il 

en est de même de -^ — r— . 

OxOz 

Le même calcul appliqué à -rr — montrerait que tt — r— fait un 



saut brusque égal à — 4- — :-^^ — 



112. Résumons tous ces résultats dans le tableau suivant : 

Dérivées secondes. Sauts brusques. 

-W- ^'^:"'' 

-r^^- 4-u't', 

dy* ' ' 



ô^ô7 ^''i^''' 



'"r) 



d^u V y' 

dydz ' dy' 

^ _,^!(f). 

dzdx dx' 

Remarque I. — On peut donner au saut brusque de ^ une 

expression géométrique très simple, indépendante du choix des 

1 1 

axes ; (r^+t,) désigne, en effet, la somme -rr 1 — rr— des inverses 

des rayons de courbure principaux en M^ ; le saut brusque 

de -T-r- est donc 
ùz» 



-4.jx'(-i-+^). 



Remarque II. — Les expressions des discontinuités des déri- 
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vôcs secondes se simplifient si Ton prend pour axes des x et des y 
les tangentes aux lignes de courbure qui se croisent en M^. 
Dans ce cas, en effet, on a : 

Ti p ; t^ — y. ; s, — U ; 



R.' -' R, 



et, de plus : 



-^ = — i-=o 



comme le montrent les iormules d'Olinde Rodrigue. 

On voit alors que les sauts brusques pour les six dérivées 
secondes : 

iVU O-i: iVU d»U tVU d^U 

> — ^ » y 



Ox" Ov^ Oz- OxOv ' Oyôz ùzdx 
deviennent respectivement égaux h : 

_4-_V _4__¥ 

113. Étude des dérivées premières d'un potentiel de double 
couche. — Soit S une double couclie quelconque ; on sait que son 
potentiel V est holomorphe dans tout domaine qui ne contient 
aucun point de S. Mais si le point attiré M vient a franchir la 
surface en un point M^, la fonction V et ses dérivées éprouvent 
des discontinuités. Nous connaissons déjà celles de Y, calculons 
celle des dérivées premières. 

Nous supposons qu'en M^ la surface S admet un plan tangent 
bien déterminé et nous prenons ce plan comme plan des xy, 
le point My étant pris pour origine. 

Les résultats du paragraphe précédent vont nous montrer 
immédiatement comment se comportent les dérivées premières 
de V au voisinage de M^. 

On a, en effet, en reprenant les notations habituelles: 

r r o-L ô± ô-l-i 



DOUBLES COUCHES 2jJ 

ce que nous avons mis (^99) sous la forme : 
en posant : 



v'a'clw' 



-P 



11 = 



Up U^, U3 sont des potentiels de simples couches; V s'exprime 
avec des dérivées premières de ces potentiels et par conséquent 
les dérivées premières de V s'expriment avec des dérivées 
secondes de ces mêmes potentiels. 

(.onsiderons.par exemple, -^r — ; on a : 

* Ox 

ôx \ Ox"* dxOy ôxôz / * 

Or, quand on franchit S au point My, les trois dérivées 

ô*U 0*U 0*L' 
secondes : ^ ' , -^ — r^ , -r — -— iont des sauts hrusques rcspecti- 

ux* oxOy OxOz * * 

Oui' , 

vcment égaux îi : 47:a'|jL'rj , ^tIjS'^jl's,, — 4- -—-p, c'est-à-dire égaux 

à : 0, 0, — 4t:. -^-7- puisque 7! et |î' sont nuls au point My. 



ôx' 



OV . . , .... Oa 



/ 



II en résulte que -^— fait un saut hrusque égal à 4- —-- . 

OV . *'' 

On démontrerait de même que -r— fait un saut brusciue éffal 

Voyons maintenant ce qui se passe pour — :t— ; on a : 

ov / ivu, ,yu, d'u 






i)z V ùxdz i^viV. 

.I.J 



— r^ est émil à — 4?: r-^7 ,c'est-a-dî] 

ixdz ^ Ox' 



Le saut brusque de -;r— ^ est émil à — 4?: — \ *, ^ , c'est-à-dire 
^y ^ Oxdz ^ ^-' ' 

à — 4- ;jl' -r-j- , car a' =0 et 7'= 1 au point M^. 
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Le saut brusque de -r— r— est de ini^nie offal à — 47:'a^ ■■ ^' - et 

(VU . "^ , 

enfin celui de — v-*— '^ — ^"^'Z (j'i+t,). 

Oz » \ 1 » 

Le saul brusque de -^ — est donc égal à: 

•' 
Or on a en général : 

V_ — Pi .. o' _ — qi 



Va + ir. + q-'. v/l + p'. + T. 
iroii : 

i>a' «Xll' —1 _d_/ --1 \ 

o\ (i\ ^ 1 _|_ j,-^ _|_ (j-^ o\ \v/ 1 _|_ |>-^ _j_ q-^ / 

î» / —1 



'\^' Vvl+i,^,+ q^ j 



Au point My, Pj et q^ étant nuls, cette formule se réduit ù : 

0\ ov 



Le saut bruscpie de ---- se réduit donc à zéro; -rr — reste con- 



tinue. 

Kîi résumé, on jx^ul énoncer la proposition suivante : 

Outind on franchit une double couche^ lu dc/'ivée prise suivant la 

norniule reste continue. Les denrées ttin^^entielles -r — , -r — foni 

^ Ox ov ' 

des sauts brusques respectivement eL^au.r à -ir. -r^-r et 'ït: — ^~ • 

' ' ' Ox Ov 

114. — ( Wi peut obtenir CCS résultats d'une autre manière sniis 
b»s déchiirr de l'iMuib' (b'S dérivées si*condes d'un potentiel de 
simj>lc C4»uclic dans le cas f^énéraL 

Voici une mélliotb' qui suppose scubMucnt <[ue Ton sache com- 
ment se cc»mport4'nl ci's (b'rivécs st*condes dans K* cas où la deii- 
sili* est nulle au point où l'on traverse la surface. 
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Nous procéderons de la manière suivante : 

1® Dans un premier cas nous supposerons que la surface qui 
porte la double couche est fermée et (jue la densité est cons- 
tante. 

2** Nous traiterons ensuite le cas d'une surface fermée en suppo- 
sant la densité variable d'un point à l'autre, mais nulle au 
point My. 

3** Nous traiterons après cela le cas d'une surface fermée quel- 
conque sans faire d'hypothèse sur la densité en My 

4** Nous traiterons enfin le cas d'une surface quelconque non 
fermée. 

Premier cas. — Surface fermée et densité constante. — On a vu 
(101) que dans ce cas le potentiel est constant à l'intérieur et 
constant ii l'extérieur ; les dérivées sont alors nulles partout et 
n'éprouvent donc pas de discontinuité quand on franchit la sur- 
face. 

Deuxiî^me cas. — Surface fermée et densité variable mais nulle 
au point M^. 

Le potentiel V s'exprime en fonction des potentiels de simples 
couches : U,, U^L'j, par la formule 

V = 



\ Ox Ov oz / 



Or les densités correspondantes a';/, [ï';/, ^f*x' s'annulent en M^ 
puisqu'en ce point ijl' est nulle. Nous savons alors comment se 
comportent les dérivées secondes des fonctions U,, U^, \\ (voir 
n** 110) et nous pouvons en déduire les sauts brusques des déri- 
vées premières de V. 

Considérons par exemple - — : 

ÙV _ / (VU. ^ Ù^U, ^ (VU, \ 
i\\ \ Ox- OyOx ôzOx / 

d'il, . . . 0-r, . (VU, ,, .. 

^ ; reste continue ainsi <iue -. — r-'- ; quant a , , "^ elle hiit un 
ox^ *■ OyOx * OzOx 

saut brusque e^^al a — 4 t: — --,- . Le saut brusque de -r — est donc 
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éiral il 4" ^\ . On voîl de mt^me (iiie -^r — lait un saut brusque 

(lonsiilérons maintenant — ;- — : on a : 

Oz 

iW / (VU, iVU, OH 



iV. 



\ OxOz OvOz Oz" / 



-T — ^-^ lait un saut brusciue o'jal a — 47w-r--( — ^ î; on voit laci- 
lenient qu'il est nul ; en cllet on a : 










et les <[uantités a' et kk' sont milles en M^. De même, le saut 

iVU, ' , . (VU 

hruscnie de — <— r - est éiral à zéro. Knlin ^ J^ reste continue. 

OV , * . 

-- — est donc conlinue. 
Oz 

ThoisiIîme cas. — Sur/ace fermée et densité qiieleonfjuc. — 
Appelons toujours Y le potentiel ; on a, en employant les nota- 
tions définies au début de ce chapitre : 

V^JVdT'. 

Appelons |jLy la densité au point My. On peut écrire : 

Y=J(;/-;.„UlT'+/;.„dV. 

La deuxième intégrale est un potentiel de double couche dont la 
densité est constante. Ses dérivées premières sont continues 
(^•■cas}. 

!.a première intégrale est un pot(Mitiel de doul)le couche dont 
la ilensité variable est nullt^ au point M- 2" cas\ Les dérivées 
premières de V se comportant comme celles de ce potentiel, on 
a donc encore : 

l'our-r — le saut nrusciue 4t: — ' - 

Ox * Ox 
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rour -:; — le saut brusque 47: --S- 

Pour4^ — 0. 

uz 

Quatrième cas. — Surface non fermée quelconque. — Soît S' 
une pareille surface limitée par uu contour C. 

La surface ayant deux côtés, on peut l'aire passer par C une 
deuxième surface S" de manière que Tensemble S' S'' forme une 
surface fermée S. Quelle que soit la distribution de matière 
qu*on envisage sur S", son potentiel V' est une fonction holo- 
niorphe au voisinage de M^ qui n'est pas situé sur S" mais sur S'. 
Si donc on franchit S' en M^, les discontinuités des dérivées 
de S' sont les mêmes que celles des dérivées correspondantes 
de S. Nous sommes ainsi ramenés au cas précédent d'une sur- 
face fermée quelconque. 

OV 
On voit donc que dans tous les cas : «y- reste continue et que 

les dérivées tangentielles éprouvent des discontinuités égales 

, , dix' dV , , JSu! OV 

a 4?: --^ pour -^^^ — et a 4?: -^r-r pour -^-— . 
ox * Ox dy' ^ Oy 

Le théorème énoncé à la lin du paragraphe 113 est donc 
démontré. 

115. Comparaison des simples et des doubles couches. — 
Considérons deux potentiels l'un V de simple couche, l'autre V 
de double couche, relatifs à une même surface S : 



V 



-/^ 



dw' 




V' = 



Comparons-les : 

1® Ces deux potentiels sont des fonctions harmoniques dans 
tout domaine qui ne contient aucun point de la surface S. 

2** Désignons par 1 et 2 les deux cotés de la surface et soît M,, 
un point de cette surface. 

Lorsque le point attiré M tend vers M^, en suivant une certaine 

POi.NCAR^:. Polciil. Ncwl. I-^ 
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droite L passant par M^ et en restant du côté 1 de la surface, 

les (onctions : 

-, OV OV dV 



et les fonctions 



ôx dv Oz 



' dx Ov Oz 



tendent vers des limites ; nous représenterons ces limites par les 
notations : 






ùx Ov Oz 
et 

V, ^,^,^. 
*' Ox Oy dz 

(^es limites sont indépendantes de la droite L <|ue suit le 
point M. 

De même, si M tend vers M^ du côté 2 de la surface, les huit 
fonctions considérées tendent uniformément vers certaines limites 
([ue nous désignerons par : 

"' Ox Ov Oz 

V ^v. ^y, y<\ 

-' ùx dv fi-/. 

Dans les deux cas, ces limites, étant atteintes unifurniéinent, 
varient conlinuement quand My se déplace sur la surface.- 

A ce point de vue, les deux potentiels se comportent de la 
même façon ; mais des diflerences s'introduisent quand on coni- 
j)are les limites relatives au côté 1 avec les limites relatives au 
côté 2. 

Considérons la niirnïale en M^ à S et prenons comme sens 
positif sur cette normale celui qui va du côté 1 au côté 2 ; 

IV 1 \' ' 

a))pelons — ; — et — j— les dérivées de V et V prises au point M 
* * du an * * 

parallèlement à cette direction. Quand M tend vers M^ du 

cotf 1 , -, — tend vers une limite que nous appeJlerons-i — et quand 
dn * dn, ^ 
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fl V 1 Y" 

M tend vers M„ du côté 2, —^ — tend vers une limite -i — . On a 

dn dn. 

, , dV , ,. . dV dV 

de même pour —. — des limites -. — et —. — . 

dn dnj dn^ 

Cela posé, dans le cas de la simple couche, on a les circons- 
tances suivantes : 

1** V reste continu V, = V^ 

90 dV ^ ,. . dV dV , 

1^ — i — est discontinu .... — ; — = — 47:ul 

dn dn^ dn, 



i 



(uL désigne ici la densité au point M^). 

3® Les dérivées tangentielles sont continues. 

Le cas de la double couche présente les circonstances inverses : 

1*^ V est discontinu V'^ — \\ = 4-a 

^, dV . dV dV 

1^ — = — est continu — ^ — = —. — . 

dn dn^ dn, 

4® Les dérivées tangentielles sont discontinues. 

Dans la formule \\ — V, = 47:|jl, nous supposons que le côté 
positif de la surface coïncide avec le côté 2, c'est-à-dire que, 
dans l'expression de V, les cosinus directeurs a', ^',y' sont ceux 
de la direction positive de la normale à S telle que nous l'avons 
définie (celle qui va du côté 1 au côté 2) . 



CHAPITRE VII 

HKSOLITION DU PROBLÈME DE DIRICIILET 
LA MÉTHODE DU BALAYAGE 



116. Enoncé du problème de Dirichlet. — Soit un cloniaîne T 
limité par une surlace rerniéc S. Le volume considéré est sup- 
posé conncj'e, mais son ordre de connexion peut être quelconque. 
Enfin appelons 4> une (oiiclion continue définie en tout point 
de S : cette fonction, d'ailleurs arbitraire, est regardée comme 
donnée. 

delà posé, nous nous proposons de construire une fonction V 
jouissant des propriétés suivantes : 

l" V est^harmonique dans tout domaine T' contenu à Tinté- 
rieiir de T. 

'i'' La valeur V^ de V en un point quelcon([ue M (x, y, z) de T 
tend vers la valeur <\^yi^ de <I> en un point M^, (Xy, y^, zj de S, quand 
le point M tend vers le point M^ en suivant un chemin quelconque 
assujetti seulement à ne pas sortir du domaine T. 

C'est en cela que consiste le problème de Dirichlet. 

Nous venons dénoncer le problème de Dirichlet intérieur. On 
peut aussi se i)oser un problème semblable pour le cas où le 
domaine T est formé de la portion de l'espace située il l'exté- 
rieur de S. (l'est ce (pie l'on appelle le problème de Dirichlet 
e.ilcrienr. Lors([ue l'on éludie ce nouveau problème, on impose 
à la fonction cherchée V une nouvelle condition : celle d'être 
régulière à l'infini, c'esl-à-dire de s'y comporter comme un poten- 
tiel newtonien. 

Nous avons déjà vu (}; 64) que le problème de Dirichlet ne 
peut pas admettre plus d'une solution. Nous allons montrer qu'il 
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en possède toujours eflectîvenient une. Cette proposition porte 
le nom de Principe de Dirichlel. 

II est clair que toutes les considérations précédentes pour- 
raient être répétées sans modification pour le cas du plan. Seu- 
lement, on n'a plus besoin alors, en ce qui concerne le problème 
extérieur, de dire d'avance comment la fonction cherchée doit se 
comporter à Tinfini. 

La méthode de transformation par rayons vecteurs récipro- 
ques indiquée par Thomson et exposée au chapitre V permet de 
ramener le problème extérieur au problème intérieur. Nous ne 
nous occuperons donc ici que du problème intérieur. 

Commençons par établir quelques propositions qui nous seront 
utiles. 



117. Comparaison des fonctions harmoniques et des potentiels. 
— Hlnvisageons (fig. 79) une surface fermée S délimitant un 
domaine intérieur T, et un domaine 
extérieur T^. Nous supposerons que 
la surface S possède en chacun de 
ses points un plan tangent unique et 
deux rayons de courbure principaux 
bien déterminés. 

Soit maintenant une fonction V 
présentant les caractères suivants : 

1** La fonction V est harmonique 
à l'intérieur et à l'extérieur de S, 
c'est-à-dire dans tout domaine con- 
tenu dans Tj comme dans tout do- 
maine contenu dans T,. 

2® La fonction V est régulière à 
l'infini et s'y comporte comme un 
potentiel newtonien. 

3® Soit M, un point situé à l'intérieur de Tj. Considérons un 
point M de S. Si M^ tend vers M en suivant un chemin quel- 
conque assujetti seulement à rester b l'intévieur de T,, les 
expressions : 

dV 




Fig. 71). 



Vet 



du 
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tendent vers les limites déterminées : 

dV. 



V, et -^ 

qui sont des fonctions continues sur la surface S. 

4** Soit M^ un point situé à Tintérieur de T^. Considérons 
t4)ujours le point M de S. Si M^ tend vers M en suivant un che- 
min quelconque assujetti seulement à rester à l'intérieur de T.,, 
les expressions : 

V et-t— 
dn 

tendent vers des limites déterminées : 

dV 



V,et 



3 



dn 



qui sont des fonctions continues sur la surface S. 
5® Posons : 



1 /dV. dV.\ ^, 
171 \ dn dn / * * 
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Nous ne supposons rien sur les fonctions jx'et [jl", sinon qu'elles 
sont finies et continues sur S. 

Je dis que V est alors la somme de deux potentiels newtoniens 
dus Tun à une simple couche, l'autre à une double couche, por- 
tées toutes deux par S. 

118. Commençons par examiner le cas où l'on a : 

Je dis que l'on peut affirmer alors (jue V est identiquement 
nulle. 

Kn effet, traçons deux surfaces fermées S/ et S/, très voisines 
de S, l'une intérieure, l'autre extérieure (fig. 80). Soit, de plus, 2 
une grande sphère de rayon R entourants. Appelons T/ l'espace 
compris à l'intérieur de S/ et T/ l'espace compris entre S/ et ï. 
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On a, en vertu de la formule de Green : 



et : 



J(s'.) dn ^ J(t'.)Zj\ à\ ) 
/(L) dn J(s.j dn J[t[)^\ <^x / 




Fi g. 80. 



les dérivées -5 — étant prises toujours suivant la direction de la 
normale extérieure à la surface sur laquelle on intègre. 
L'intégrale : 



r 

As.') 



V — i — d(o 
dn 
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tend vers une limite déterminée : 

. dV, 






dto' 



quand S/ tend vers S en passant par une série quelconque de 
Termes. Cela prouve que l'intégrale : 



«-'t, ^ \ dx / 



a un sens. Il fallait le montrer, car on ne sait rien a priori de ce 
que deviennent les dérivées : 

OV OY OV 
dx ' dv ' dz 

sur S. Tout ce que l'on avait supposé, en effet, ne concernait que 
la dérivée : 



a 



dV 



3^ 



dV 



%r 



^ Oz 



en désignant par a, p, y les cosinus directeurs de la normale 
extérieure h S. 

Finalement, on a : 

*/(S) * dn */(T,)^\ <>x y 

Voilà un premier point. 
Prenons maintenant l'intégrale : 

, dV 



J(2) dn 



do/ 



et supposons que le rayon R de la sphère 2 augmente indéfini- 
ment. Puisque V se comporte à Tinfini comme un potentiel new- 
tonien, on peut écrire, des que II est assez grand : 



V 



< 



■r' 



dV 
dn 



< 



N 



K^ 



Soit, d'autre part, une sphère Q de rayon 1 concentrique à S. 



RKSOLUTIOS DU PROBLÈME DE DIRICULET afi'i 

Appelons dor un élément infinitésimal de Û. On aura : 



'(E) 



IX 



. dV , ,1 47îMN 



(S) dn I R 

On voit que Tintégrale étudiée tend vers zéro quand R aug- 
mente indéfiniment. 
Cela posé, l'intégrale : 

Ji%t: dn 
tend vers une limite déterminée : 

/ V. ^ do.' 
«/(3) ^ du 

quand S/ tend vers S en passant par une série quelconque de 
formes. 

On conclut de tout cela que l'intégrale : 



-^Ji)^\î>x7 



a un sens. On a : 



4t,]Zj\ ^x 7 ^ Xs> dn 

en vertu des remarques précédentes. 
On déduit de là la relation : 

rintégrale triple étant étendue à tout l'espace. Mais : 

V ^^'* V ^^^ — n 

à cause des hypothèses faites. 
D'où : 



îim--- 
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C.ela prouve que l'on a : 



en tout point de l'espace. Donc : 

Or V s'annule à l'infini. Par conséquent : 

V=0 



C.Q. F. 1), 



119. Abordons maintenant l'étude du cas général. Posons : 

1 




1 

en désignant par -j — une dérivée prise par rapport à x, y, z sui- 
vant la direction de la normale à S en chaque élément do/. On 
voit que V est la somme d'un potentiel de surface et d'un poten- 
tiel de double couche. 

Kn vertu des hypothèses faites tant sur S que sur [x' et jjl'', on 
peut affirmer l'existence des quantités : 



dV dV 

V/ v' 1 ^ ' t 

dn dn 



De plus, on a : 



V — V = — 4-jl'' ■— V —V 

et : 

dV. dV, ,_., dV. dV, 



=r-^ = 47ruL' = -;-!- — 



n dn ^ dn dn 

conformément aux théorèmes établis pour les simples et doubles 
couches dans les chapitres III et IV. 
Posons alors : 

U-=V — V. 
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La fonction V est harmonique tant à Tintérieur qu'à rextcrieur 
de S ; elle est régulière à l'infini ; enfin on a : 

u_u =o-iHL_iHi._o 

' •-'* — "' du du 

D'où : 

U=0 

V = V. 

Sxasi, la fonction V peut être regardée comme la somme d'un 
potentiel de simple couche et d'un potentiel de double couche. 



120. On peut écrire : 




aJ- 



-=i, (-4^-^)4^-1 (v,-v,^a. 



Supposons : 

dV 
V = ^ = 
^* ' dn ' 

Alors : 

1 



— /a^^-v.-af) 



On retombe sur une formule connue. 
Supposons maintenant : 

V, - V, = 0. 
Alors : 

J(S)\ ^^^ dn J r 

et V est un potentiel de simple couche. Ce cas se présente notam- 
ment si on définit V au moyen de deux fonctions harmoniques, 
Tune à l'intérieur de S, Tautre ii l'extérieur de S, prenant les 
mêmes valeurs sur S. 

121. Balayage d'un domaine. — Considérons un domaine T 
ayant pour frontière une surface fermée S. Soit P un point situé 
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à rintcrieur de T, portant Tunité de masse. Désignons par p la 
distance de P à un point M quelconque de l'espace. Le potentiel 
newtonien dû à Faction de P sur M a pour valeur : 

v=l. 

? 

Supposons maintenant qu'on sache construire la fonction de 
Green G relative au domaine T et au point P. On a : 

G = -i— H, 

P 

I! étant déterminée parles relations suivantes : 

AII = dans T 

1 

11= — sur S, 

? 

Concevons une fonction V qui coïncide avec II à l'intérieur 

1 , , . 

de S et avec — h l'extérieur . Cette fonction est continue dans 

P . , ,. . 

tout l'espace ; elle se comporte régulièrement a l'infini ; en outre 

elle est harmonique tant à l'intérieur qu'à l'extérieur de S. Si 

Ton reprend les notations du paragraphe 117, on peut écrire : 



D'où 



v.-v,-o 




, 1 

dV, dV, dH 
du dn dn dn 


dG 
dn 


1 /' dG dw' 

4itJ(S) dn r 





en vertu d'une formule établie précédemment (§ 120). 

On voit que Y est le potentiel newtonien d'une couche simple 
de matière attirante répandue sur S avec la densité : 

1 dG 



47: dn 
en chaque point. 
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, . . 1 

A rextcrieur de S, V coïncide avec — . Donc, pour un point 

qui n'est pas situé dans le domaine T, le potentiel dû à la simple 
couche considérée est le même que le potentiel du h Tunique 
point P. 

A l'intérieur de S, V coïncide avec H, mais on a : 



c'est-à-dire : 



->G>0, 



o<n< 1 



en tout point de T qui n'est ni en P ni sur S. Donc, en tout 
point situé dans le domaine T, le potentiel dû à la simple cou- 
che considérée est plus petit que le potentiel dii à P. 

On sait que ~. — est négatif en tout point de S : cela résulte 

de ce que G est nul sur S et positif à l'intérieur de S. On a 

donc : 

1 dG ,, 

— 7 T->^' 

4?: dn 

Ainsi les masses qui constituent la simple couche dont le 
potentiel est V sont toutes positives. 

Les mêmes propositions sont vraies si le point P. au lieu de 
porter l'unité de masse, porte une masse égale à m. Si m est 
positif, la densité de la couche superficielle que Ton fabrique est 
encore positive en chaque point de S. 

Les mêmes considérations peuvent encore être faites à propos 
de niasses distribuées d'une façon quelcon(jue dans T : points 
discrets, volumes, surfaces ou lignes. 

La couche superficielle obtenue s'appelle roue/te èqnisuiU'/Ue 
aux masses intérieures. L'opération qui consiste à rempUicer des 
masses par la couche é([uivalente porte le nom de balayage dn 
domaine T. 

Vax résumé, on voit que le balayage d'un domaine qui ne con- 
tient que des masses positives ne change pas le potentiel en un 
point extérieur ; il le diminue en un point intérieur ; enfin cette 
opération n'introduit jamais de masses négatives. 
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Remarque. — On a : 
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Donc le balayage, dans le cas d'un point P unique portant 
Tunité de masse, ne change pas la niasse totale considérée. En 
d'autres termes, la masse totale de la couche équivalente est 
égale à la masse primitive. 

11 en est évidemment de même dans le cas d'une distribu- 
tion quelconque de masses. 

122. — On peut définir de même une opération qui s'appellera 
le balayage de la région de l'espace extérieure h S. 

Soit P un point attirant portant l'unité de masse située à l'exté- 
rieur de S. Appelons encore p la distance de P à un point M 
quelconque de l'espace. Si G désigne la fonction de Green rela- 
tive au point P et au domaine extérieur à S, on a : 

G = l-H 

avec : 

A1I=:0 à l'extérieur de S 

1 
n = — sur S. 

P 

1 

Imagriiions encore une fonction V qui coïncide avec — \\ l'inté- 

P 
rieur de S et avec II a l'extérieur. On a cette lois : 



_ 1 Ç àC, do>^ 

47îJ(Sj dn r 



et l'on voit encore que Y est le potentiel d'une simple couche 
répandue sur S avec la densité : 

1 dG 



4?: dn 

en chaque point. Ici on a : 

dG ,^ 
un 
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car le sens de la normale extérieure à la surface S est mainte- 
nant celui de la normale dirisfée vers Tintérieur du domaine 
envisagé. 

Sans insister davantage, nous pouvons énoncer les conclusions 
suivantes : 

1® Le balayage ne modifie pas le potentiel à Textérieurde S. 

2° Le balayage fait diminuer le potentiel à Tintérieur de S. 

3** Le balayage n'introduit pas de niasses négatives. 

(les propositions se démontreraient comme dans le premier 
cas. 

Voyons ce qui arrive pour la masse totale : je dis qu'elle a 
diminué. 

En effet considérons une sphère 2 de rayon R. Supposons U 

assez grand pour que le point P et la surface S soient à Tinté- 
rieur de ^. 

La fonction G est harmonique à l'extérieur de S et régulière à 

rintini. On a donc : 



= V "" ^ "' 

2^ r*°*' r 






et ce développement est valable pour : 

r>R. 

ni est une constante. Voyons son signe. 
D'abord on ne peut pas avoir : 

n:<o, 

car, pour R très grand, c'est cette constante qui donne son 
signe à G. Or, nous savons que G est positif à l'extérieur de S. 
De plus je dis qu'on ne peut pas avoir : 

n:-=o. 

En effet, si cela était, ce serait 11'^ qui donnerait son signe à G 
pour r très grand. On devrait donc pouvoir écrire : 

n>o. 

Or, posons : 

n'=r»*X' 
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On a : 

Jx;x;dT=o, 

si p ^q, rintégrale étant étendue à tous les éléments de la 
sphère de rayon 1. Prenons : 

p = l, q = 0. 

On déduit de là : 

J'x;dT=o. 

Donc X',, et par suite II[ ne peut pas avoir un signe constant. 
Donc rio ne peut pas être nul. 
On conclut de tout cela : 

n;>o, 



r 


égi 


dite étant 


exclue. 


Or : 


■ 














G = 


r 


+ 


x; 


■4- ' 


-+ 




D' 


où : 




















dG 
dr 


_ .. — 


X 

r 




7" 


2x; 


4- 



l-ors<[ue r est très grand, c'est fl^ ([ui donne son signe. On a : 

ni>o 

X'„ > 0. 

D'où : 



dr 

pour r très grand. 

Cela posé, si Ton appelle M la masse totale de la couche atti- 
rante répandue sur S après le balayage, on a : 



M = —, — / — i — dw'. 

kr. J,^s dn 



(S) 

On peut écrire . 



1 /^ dG 1 /^ dG 1 /^ dG 

M = —, — / — i — dco' -, — / — - — iXiù -f- -7 — 1 -—. — dw . 
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Or la différence des deux premières intégrales est égale à 1. 
Quant à la troisième intégrale, nous venons de voir qu'elle est 
négative dès que r est assez grand. On a donc : 

M<1. 

La masse totale a diminué par suite du balayage. 

Tout ce que nous venons de dire s'applique encore sans modi- 
fication si les masses primitives considérées, au lieu d'être con- 
densées en un point, sont distribuées d'une façon quelconque. 

123. — Pour pouvoir faire le balayage d'un domaine T, il faut 
deux conditions : 

1° Savoir former les fonctions de Green G relatives à ce 
domaine. 

2** Savoir que -^ — existe et est intégrable sur le bord du 

domaine T. 

Ces deux conditions sont remplies s'il s'agit d'une sphère. On 
sait donc faire le balayage d'une sphère. 

Avant de montrer les conséquences que l'on peut tirer des 
théorèmes précédents, nous allons revenir sur quel(|ues-uns de 
ceux-ci en nous plaçant dans le cas particulier où il s'agit du 
balayage intérieur d'une sphère. 

124. Balayage d'une sphère. — Soient (Kg. 81) une sphère S 
de centre O et de rayon a. Appelons M un point situé à l'intérieur 
de la sphère et M' un point situé au centre de gravité de l'élément 
dw' de la surface de la sphère. Posons : 



OM = p, OM'=:a, MM'=r. 

Imaginons maintenant dans Tespace une distribution de matière 
attirante pour laquelle la densité soit jjl au centre de gravité de 
l'élément de volume dT. Désignons par V le potentiel ainsi 
engendré. On a : 

v = v. + v. 

en appelant V, le potentiel dû aux masses intérieures à la sphère 
et Vj le potentiel du aux masses extérieures. Le balayage a pour 

POiNCARÉ. Potcnl. Kcwt. l8 
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effet de remplacer chaque masse [xcIt située a Tintérleur de la 
sphère par une couche équivalente répandue sur la surface et 
ayant pour densité en M' : 



'-"'-'^.d.. 



V- = 



47rar'» * 



Il résulte de la que la densité en M' de la couche équivalente 




Fig. 8i. 

tinale, une fois qu'on a terminé le balayage, est donnée par l'in- 
tégrale triple : 

étendue à la sphère considérée. Posons alors : 

U, = r i^ dco' 

U, = V,. 
En supposant }*'>0, on a : 



D où : 



ix'>0, f>0. 



U,>0, U,>0. 
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D'autre part : 



Prenons : 



U, = V,... à Textérieur de S 
U, < Vj... à rîntérieur de S 



U = U, + U, 



On a finalement : 



U = V... a l'extérieur de S 
U < V... à l'intérieur de S 

et d'ailleurs U est positif et continu dans tout Tespape. 

Les mêmes conclusions sont encore vraies si V est un potentiel 
dû h des distributions superficielles ou linéaires. On le démon- 




Fig. 8a. 

trerait exactement de la même façon. Nous n'insisterons donc pas 
davantage sur ce point. 

125. Théorème de Hamack. — Soit une sphère S de centre O 
et de rayon a. Prenons un point M à l'intérieur de la sphère et 
posons (fig. 82) : 

OM=«p. 
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Considérons maintenant une suite illimitée de fonctions : 

V V V 

harmoniques et positives dans S. Désignons par : 

les valeurs de ces fonctions en un point M' situé au centre de 
gravité de l'élément dw' de la surface de la sphère. 
Nous avons prouvé (Ji 97) que, si la série : 

est convergente, sa somme : 

V = S Y. 

est une fonction harmonique dans S. 
On a : 



en posant : 






M]Nr = r. 

Soit alors une sphère S concentrique à S et de rayon h inférieur 
à a. Supposons que le point M soit à l'intérieur de S. Posons : 



47tar' 
On a : 



r>a — p> a — b 



et : 



a^_p2<a^ 



D'où : 



6< " 



A—, /» 10,3 

Ht ibci 1 cl — — IJ ; 

Appelons B^ cette limite supérieure de 0. On voit que Ton peut 
écrire : 



V. < B„ J^ V.'dto'. 
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i-j-j 



Sî donc la série : 

Ç v;dw'+rv;da>'+...+ r v;dto'+... 

J(S) J(S) J(S) 

est convergente, la série : • 

Test elle-même, et sa convergence est uniforme. 

Nous avons vu (§ 97) que Ton peut aussi assigner une limite 
supérieure B, aux trois quantités : 





> 


de 

ùy 


> 


08 
dz 



Donc les séries : 



dV, 



dV. 



y ov^^ y_^, y 



L-^ dV, 



dz 



sont absolument et uniformément convergentes quand la série : 



Zt'lS) 



Vîclw' 



est elle-même convergente. 

11 en est encore de même pour les séries : 

y O'Vi Y O'V. 

Za dx' ^ùyùz 

y O'V. y d'V. 

Z^ dy* ^ dzdx 

dW. y ô^V, 



S 



dz' 



ôxOy 



et en général de toutes les séries déduites par dérivation terme à 

terme de la série : 

vv 

Cela se voit toujours par le même procédé. 

Nous avons conclu de tout cela, au paragraphe 97, que la fonc- 
tion V est harmonique à l'intérieur de la sphère, si la série : 



y Tv^dco' 



est convergente 
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Nous voulons aller un peu plus loin à présent et montrer que la 
série : 

'(S) 






est convergente, si la série : 

est convergente en un point M^, de la sphère. 
126. Appelons : 

les valeurs des fonctions : 

V V V 

au point M,,. Posons d'ailleurs : 



OM, = p„ M,M' = r„. 
On a : 



vo ^ r {^' - p'o) v:d^^^ 



Mais on peut écrire Tinégalité : 



D'où : 



r ^ ^ — Po 



ce qui donne : 






4-a.a + p,)* ,/(s) 



et enfin : 



rv',dw'<:XY^, 

»/(S) 



en posant : 





par 


hypothèse, 


1 

N 

la série 


a — 


-?. 


Or, 


4 ira (a 

• 


+ ?o)' 
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est convergente. Donc il en est de même de la série : 



U79 






et, par suite, la fonction V est harmonique. 



C. Q. F. D. 



127. Considérons un domaine T limité par une surface fermée S. 
(]e domaine est supposé connexe, mais d'un ordre de connexion 
quelconque. 

Soit une suite illimitée de fonctions harmoniques : 

V V V 

définies et positives dans T. Je dis que, si la série : 

vv 

est convergente en un point M„ de T, elle est convergente en tout 
point de T. 

Kn effet, prenons un point M quelconque situé à l'intérieur de T . 




Fig. 83. 

Si le point M est contenu dans une sphère qui renferme aussi 
le point M^, et qui soit tout entière a l'intérieur de T, la proposi- 
tion est évidente : en effet, chacune des fonctions V| est harmo- 
nique et positive dans cette sphère, en sorte qu'on est ramené au 
cas étudié dans le paragraphe précédent. 

Supposons maintenant (fig. 83) qu'on ne puisse trouver 



i8o 
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aucune sphère remplissant les conditions prescrites, mais que 




Ton puisse trouver dans T un point M, tel qu'il existe deux 
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sphères, Tune contenant M^ et M^, Tautre contenant M^ et M, ol 
toutes deux contenues dans T. Alors, en vertu de la remarque 
que nous venons de faire, la convergence de la série : 

vv 

en M^, entraîne sa convergence en M, et celle-ci à son tour 
entraîne la convergence en M. La proposition énoncée est donc 
encore vérifiée. 

En général, à cause de la connexion du domaine T, on peut 
tracer un chemin continu allant de M^ en M sans sortir de T. Sur 
ce chemin, il est manifeste que Ton peut trouver un nombre 
limité de points (fig. 84) : 

MyMjM,... M„M„ ^ 1 ... M 

tels qu'il y ait toujours une sphère contenue dans T et contenant 
à son intérieur deux points consécutifs M^ et Mn + i- La démons- 
tration du théorème en question peut alors se faire de proche en 
proche. La série : 

est convergente en M,,; donc elle Test en M,, comme on le voit 
en considérant la première sphère. La convergence en M, 
entraîne la convergence en Mj, comme on le voit en considérant 
la deuxième sphère. En général, la convergence en M„ entraîne 
la convergence en M„ + ,, comme on le voit en considérant la 
(n+l**) sphère. Il est clair qu'après un nombre limité d'opéra- 
tions on sera assuré de la convergence en M. 

C. Q. F. D. 

128. Voici une importante application des théorèmes précé- 
dents. 

Soit un domaine T limité par une surface fermée S. 

Considérons une fonction <ï> définie et continue en tout point 
de S. Nous regarderons cette fonction comme donnée. De plus 
nous supposerons qu'elle est positive et non nulle en tout point 
de S. 

Cela posé, traçons une sphère û assez grande pour contenir 
toute la surface S h son intérieur. On peut toujours imaginer une 
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(onction U définie et continue dans û, positive et non nulle dans 
le même domaine, prenant enfin les valeurs <ï> sur S. 

Donnons-nous maintenant une suite de nombres positifs : 



C|C>^&2* • * ^n* * * 



tels que la série : 



Sj —\- S^ —\— Êj —\— . . . — |— En —I— . • . 



soit convergente. On sait qu'il est possible de construire une 
suite de fonctions : 

P P P P 

définies dans Q et holomorphes en tout point de ce domaine, de 
telle façon que Ton ait : 

0<P.<£. 

pour toutes les valeurs de l'indice n et que la somme de la série 
absolument et uniformément convergente : 

soit la fonction U donnée. On peut, par exemple, s'arranger do 
l^ manière que les fonctions P| soient des polynômes entiers 
en X, y, z. 

Supposons alors que l'on sache, pour toutes les valeurs de 
l'indice n, former une fonction Vn harmonique dans T et prenant 
sur S les mêmes valeurs que P„. On a : 

0<V„<e„. 
Donc la série : 

V j —y- M j — f— . . . — f— V p — f— • . «f 

dont tous les termes sont des fonctions harmoniques et positives 
dans T, est absolument et uniformément convergente en tout 
point de T. Vax vertu du théorème de Harnack, nous concluons 
de là que la somme V de la série précédente est une fonction 
harmonique dans T prenant sur S les valeurs <ï>. 

Nous soyons par là que Von saura résoudre le problème de 
Diricidet dans le cas le plus général dès quon saura le résoudre 
en supposant que la fonction c/terc/tée prenne sur S les mêmes 
valeurs qu'un poli/ nome donné. 
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Remarque. — Nous avons supposé pour plus de simplicité, 
dans la démonstration précédente, que la fonction donnée <ï> était 
positive et non nulle en tout point de S. On peut toujours se 
placer dans ce cas pour résoudre le problème de Dirichlet. 

En effet supposons que ^ ait un signe quelconque. Posons : 

I<Ï)|<M...(M=C^). 

On peut toujours écrire : 

= M— (M — 0). 

On a : 

M — <ï)>0. 

Soit V une fonction harmonique dans T prenant sur S les 
valeurs M — O : nous admettons qu'on peut la déterminer. Cela 
posé, il est clair que la fonction : 

M — V 
est harmonique dans T et prend sur S les valeurs <ï>. 

129. Méthode du balayage. — Proposons-nous de construire 
une fonction V harmonique dans un domaine T limité par une 
surface fermée S et prenant sur S les mêmes valeurs qu'un 
polynôme donné P. 

Commençons par tracer une sphère Q contenant à son intérieur 
tout le domaine T. 

Cela posé, il est possible de trouver une infinité de sphères Qj 
formant une suite à indices entiers positifs et jouissant des pro- 
priétés suivantes : 

1** Chacune des sphères Q^ est tout entière intérieure à T. 

2^ Tout point de T est intérieur à Tune au moins des 
sphères Q^. 

Concevons, en effet, une succession de nombres positifs : 



^ ^ 



1' ^f >•• • ^i> • • • 

décroissants et tendant vers zéro. Imamnons maintenant une série 

D 

de régions : 

s'enveloppant mutuellement et tendant à se confondre avec T. 



i8.i 
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La région Hi par exemple est iléiiiiic comme élant l'eliseiiible de 
tuus les puiiits de T duiit lu distiince minimum ii S est. supérieure 
il Si- Tra^ous une triple série de plans parallèles aux plans coor- 
tlonnés, t'écurtement de deux plans consécutifs de la mi^me série 
élant lin peu inférieur à — =■ . I.ii région R, est ainsi partagée en 
un nombre limité de cubes dont la diagonale est légèrement infé- 

T. 



rieure k è|. 11 est elalr cjne ce; 
D'ailleurs tout [mint de H, appa 
Appelons : 



\ sont tous inténeui 
il l'un de ces cubes. 



la longueur de la diagonale d'un de ces cubes. A chaque région 
lî, est attaché un nombre positil' t^ iiiféiieur ïi 5,. Nous supposons 
ipie la suite : 



zi-ro pu 



r lin 



,es cubes obtenus, décrivons 
~ . \uus construisons ainsi 



Cela étant, du centre de chii 
une sphère ayant pour rajoii 

un nombre Iiniit(> de sphi'res : 

Toutes ces sphères sont iiitéiieures il T et tout point de R^ est 
intérieur ii l'une au moins de ces sphères. En faisant la même 
opcnition pour chat^ue région R,, on obtient une série de sphères 
remplissant bien les conditions prescrites : 

l" Toutes ces sphères sont intérieures ii T. 

2° Tout point intérieur à T, ctunt îutérîeur aux l'égions It, ïi 
partir d'une certaine valeur de î, est intérieur ii l'une au moins 
des sphères considéi'ées. 

:i" L'ensemble des sphères précédentes est dénumbrable, 
puisque l'ensemble des régions H, l'est lui-m^me et qu'il ne cor- 
respond il chaipie région H, qu'un nombre limité de sphères. 

La pruposilion annoncée est donc établie. 

Nous lonsidcroiis les sphères li, dans l'ordre suivant : 



lérer chacune d'elles 



InfiTilté de l'ois. 



à 
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130. — Prenons maintenant le polynôme donné P et formons 
Texpression AP. Supposons d'abord que Ton ait : 

AP<0 

en tout point de û. Nous verrons ensuite comment on peut lever 
cette restriction. 
Posons : 

[Jl'dT 



^^'«=£ 



'(û) r 

et : 

AP 

On a : 

[jl'>0, Wo>0. 

De plus, W^ est le potentiel newtonien d'un volume attirant. 

D'où : 

AW„ = — 47:[iL' = AP 

en tout point de Q. 

Effectuons* maintenant le balayage de chacune des sphères U^, 
en prenant celle-ci successivement dans l'ordre indiqué. Soit 
\Vi ce qu'est devenu le potentiel W,, après la i" opération. On a 
évidemment, en vertu des propriétés du balayage : 

w. ^ w, _ , 

en tout point de û. D'autre part, on peut écrire : 

^^>o, 

puisque le balayage n'introduit jamais de masses négatives. 
Considérons la suite : 

W,\\V.. W^ 

Elle est convergente, puisqu'elle est formée de termes tous 
positifs qui vont toujours en décroissant ou du moins qui ne 
croissent jamais. Soit \V la limite de cette suite : W est une 
fonction définie en tout point de Q. 
On a évidemment : 

Wo>W>0. 
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Etudions les propriétés deW. 

Considérons une sphère û« quelconque. Elle est balayée une 
infinité de fois^ aux opérations numérotées, par exemple : 



VA I ^A • • * '"\ * * * 



(Considérons les fonctions : 

W W W 

Elles forment une suite convergente ayant W pour limite. D'ail- 
leurs, on a : 

AW«j = 0... dansQ, 

quel que soit i. Mais on peut écrire : 

w = - w.. -+- ( w., - w., ) + . . . + (W., _^ — w.,) + . . . 

Tous les termes de cette série sont des fonctions harmoniques 
dans Q.^ ; ces fonctions sont positives dans le même domaine, à 
Texception de la première ; enfin la série envisagée est conver- 
gente en tout point de il^. Donc, en vertu du théorème de Har- 
nack, la fonction W est harmonique dans 11«. Mais étant donné 
un point quelconque de T , on peut toujours trouver une 
sphère 12, au moins qui contienne ce point à son intérieur. On 
voit par lii que la fonction W est harmonique en tout point de T. 

131. Voyons quelles sont les valeurs prises parla fonction W 
sur S. 

Supposons que la surface S possède en chacun de ses points 
un plan tangent unique et deux rayons de courbure principaux 
bien déterminés. Soit M^ un point de S. Voyons vers quelle 
limite tend W quand le point courant M(x,y,z), d'abord situé à 
l'intérieur de T, tend par un chemin quelconque vers M^. 

En vertu des hypothèses que nous venons de faire, on peut 
construire une sphère Sy tangente extérieurement à S en M^. 
Construisons une fonction U jouissant des propriétés suivantes: 

AU=0 à l'extérieur de S^ 

U=\Vo sur S, 

U=0 à rinfini. 
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Sachant résoudre le problème de Dîrichlet pour la sphère, nous 
savons former la fonction U. 
On a évidemment : 

en tout point M de T. Mais, quand M tend vers My, U et \s\ 
tendent vers la même limite. Il en est donc de même de W. 

Ainsi W prend sur S les mêmes valeurs que W^, 

Finalement, on a : 

A\V = 0... dansT 
W = Wq... sur S 

pourvu que S ne présente aucune singularité. 

132. Posons maintenant : 

V==P— \V,+W. 

On a : 

AW,= AP 

AW = 0. 

D'où : 

AV = 0. 

D'autre part, il est manifeste que V prend sur S les mêmes valeurs 
que le polynôme donné P. 

Le problème de Dirichlet est donc résolu dans le cas particu- 
lier où nous nous sommes placés. Mais nous savons que le théo- 
rème de Ilarnack permet de passer de ce cas particulier au cas 
général. Donc le principe de Dirichlet est complètement établi. 

133. Nous avons supposé : 

AP<0 

dans H. Cela ne restreint pas la généralité. En effet, on peut 

toujours écrire : 

p=:P p 

les polynômes P, et P^ étant choisis de façon que l'on ait : 

AP,<0, AP,<0. 



2SS THÉORIE DU POTEyriEL NEWTOSIEN 

La mélliode précédente permet de trouver deux fonctions : 

V, et V, 

harmoniques dans T et prenant sur S respectivement les mêmes 

valeurs que : 

V, et P^. 



Posons alors : 



V = V V 



11 est clair que la fonction V est harmonique dans T et prend 
sur S les mêmes valeurs que P. 

134. Ajoutons, pour terminer, que la méthode précédente 
s'applique encore avec succès si la surface S présente un nombre 
limité de points coniques ordinaires. On trouvera une discussion 
complète de ce cas au tome XII de Y American Journal of Mathe- 
matics. (II. Poincaré. — Sur les équations aux dérivées partielles 
de la Physique mathématique, § 1.) 



' 9f 



CHAPITRE VIII 



RLSOLLTION DC i'ROlîLKME l)K DIBICHI.ET 



135- Principe de la méthode de Heumaim. — La nu'tli(i<Je du 
balayage, exposée au chapitre précèdent, i'oiiinit une démuns- 
tralioti rigoureuse et générale du Prinvipe de Oiric/itet. La 
méthode de Neumnnn, dont nous allons nous occuper mainte- 



nant, a le m^me but. Au i 



int de vue de la généralité, elle est 
inrérieure ii la méthode du hulayage. Miiis elle a l'avantage de 
bien mettre en évidence l'identité des fonctions harmuuitiues et 
des potentiels newtouieus, 

Nous étudierons concurremment le problème intérieur et le 
problème extérieur de Dirichlet. Nous nous placerons dans le 
cas de l'espace it trois dimensions. Mais ce n'est que pour llxer 
les idées. On verra sans peine i[ue les raisonnements peuvent 
encore être laits quel que soit le nombre des variables indépen- 
dantes. 

(^)nsidérons une surface fermée S liiuiiant un domaine inté- 
rieur T et un domaine extérieur T'. Nous supposerons que la 
surface S possède en chacun de ses points un plan tangent 
unique et deux rayons de courbure principaux bien déterminés. 
Cela posé, nous voulons résoudre le problème de Dirîchlet ii la 
fois pour le domaine T et pour le domaine T'. 

La méthode deNeumuun consiste ii chercher une double cDuclie 
[lortée par S dont le potentiel newtonien soit précisément la 
fonction harmonique inconnue i|ne l'on veut construire. 

Nous verrons que l'on peut toujours réussir ii déterminer la 
double couche en question dans le cas du pridilème intérieur. 
Mais, pour le problème extérieur, il n'en est plus ainsi. Il est 

POINCARË. Polenl. Xewt. i<j 
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facile de se rendre compte de cette dernière particularité. Soit V 
une fonction harmonique à Textcrieur d'une sphère de rayon il 
et végnlière à rinfini. On a : 

? ? 

en appel^jnt : 

des fonctions sphériques et en posant : 

Ce développement est valable pour : 

p>R. 

Supposons que V soit un potentiel newtonien. Alors on peut 

écrire : 

linip-y pV = M, 

M étant la masse totale qui engendre le potentiel V. Si ce poten- 
tiel est celui d'une double couche, on a : 



Mais, en général : 



Cela entraîne donc : 



M=0. 



M=XV 



X' = 0. 



Par conséquent, une condition est requise pour qu'on puisse 
résoudre le problème extérieur de Dirichlet au moyen du poten- 
tiel d'une double couche. 

Nous verrons d'ailleurs que l'on parvient toujours à résoudre 
le problème extérieur en superposant sur la même surface S une 
simple couche et une double couche de matière attirante. 

136. Rappelons d'abord, en «[uelques mots, les propriétés fon- 
damentales des potentiels de double couche. 

Soit W un pareil potentiel. C'est une fonction régulière à 
l'infini et harmonique en tout point de l'espace, sauf sur la surface 
même qui porte la double couche. 
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Lorsque le point courant M se rapproche indéfiniment d'un 
point M^j de S en restant intérieur à S, W tend vers une limite 
que nous désignerons par Y. Lorsque M tend vers M^ en restant 
à l'extérieur de S, \V a encore une limite que nous désignerons 
cette fois par V. Si jx est la densité de la double couche au 
point Mj,, on a : 

V— V = — 47r|x. 

Enfin la valeur de W en M^ est: 



V-f-V 



2 

Nous supposons ici la matière attirante qui constitue la double 
couche répandue sur une surface fermée S. Les éléments dto' 
de S sont alors regardés comme ayant leurs côtés négatifs tour- 
nés vers l'intérieur de S. Quant à l'angle solide d^ sous lequel 
Aiù' est vu du point x, y, z, il est positif ou négatif suivant que do/ 
est vu par sa face externe ou par sa face interne. 

137. Soit une fonction donnée, définie en tout point de S, 
uniforme et continue dans le même domaine. Appelons A un 
paramètre réel. 

Proposons-nous de déterminer une double couche portée par S, 
de telle façon que son potentiel W satisfasse au voisinage de 
chaque point de S à la relation : 

V — V'=A(V + V) + 2«Ï>. 

C'est ce que j'appellerai le problème de Ncumann, 
Supposons ce problème résolu et faisons : 

X = l. 
Le potentiel W correspondant vérifiera la relation : 

Le problème de Dirichlet extérieur est ainsi résolu. 
Faisons maintenant : 

A= — 1. 
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Le potentiel W correspondant vérifiera la relation. 

Cette fois, ce sera le problème de Dirichlet intérieur qui sera 
résolu. 

Finalement, on voit que nous sommes ramenés à la recherche 
du problème de Neumann. 

138. Considérons W comme une fonction de ).. Admettons 
que W puisse être développé en série ordonnée suivant les puis- 
sances croissantes de ).. On a alors 

\v= \Vo +x\v, + ... + /nv, + ... 

(1) V = v; + \\\ + . . . + >}\', + . . . 

U = U, -f . aU, + ... + a'U, + ... 

Voyons si de pareilles séries peuvent vérifier toutes les conditions 
imposées à la fonction W que Ton cherche. 
D'abord il faut, pour cela, que Ton ait : 

AWo=0, A\V,=0,... A\Vi = 0... 

en tout point de Fespace, sauf sur S. Cela aura lieu si nous pre- 
nons pour : 

les potentiels de certaines doubles couches. 
Maintenant la relation : 



V — V'=A(V+V) + 2cl) 



donne : 



V — V =2<1> 



V.-V'. = V, + V'. = 2U„ 
V.-V'. = V. + V'.=:2U. 

V.— V', = V. _. + V',_. = 2U._, 
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Si Ton appelle : 

les densités des doubles couches dont les potentiels sont respec- 
tivement : 

on sait que Ton doit avoir : 

V.-V'. = -4^u. 
V.-V', = -4«.a, 



• « 



Vj — V'|= — 47:[X|. 



1) où : 



[*o 



1*1 =— 



<» 



2« 
27: 






ce qui détermine de proche en proche les densités des doubles 
couches envisagées. 

Cela posé, nous avons deux questions à résoudre : 

1® Peut-on construire les séries (1)? 

2® Ces séries sont-elles convergentes ? 

C'est ce que nous allons examiner. 

139. Développement de la méthode de Neomann. — Posons pour 
abréger : 



2t. 
Prenons : 
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Wj sera le potentiel d'une double couche portée par S. Donc la 
l'onction W, sera régulière h Tinfini et harmonique en tout point 
de l'espace non situé sur S. 
D'autre part, on aura bien : 

et, si l'on pose : 

on pourra écrire : 

V,-V'. = 2U._.. 

Donc Wi remplira toutes les conditions prescrites. 

Les fonctions W| peuvent être formées de proche en proche à 
partir de la fonction 4> donnée. 

En effet, on a d'abord : 

Maintenant, W^ étant connu, il est clair que V^V'^jUç le sont 
aussi. Donc on peut calculer [jl^. D'où : 

Kt ainsi de suite. 

Finalement on peut écrire : 

W = f 4>d6' 

* J (S) " 

W = f \}M' 

^ J.S) * 



W.=J^,U._.d9' 



Donc les fonctions Wj peuvent t^tre formées de proche en proche 
et, par suite, les séries (1) peuvent t^tre construites sans ambi- 
guïté. 
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Remarque. — Si l'on u : 

il est clair que \s\ égal h 

2 en tout point de T 

1 en tout point de S 

en tout point de T 

car : 

I dB'=:2...six,y,z est dans T 

I dB' = l...si x,y,z est sur S 

I d6' = 0... six.y.z est dans T. 

140. Etudions maintenant les fonctions \V|. 

Supposons que la surface S soit convexe et possède en chafjitc 
point des t-ayons de courbure finis. Nous excluons ainsi de nos 
considérations les surfaces qui ont des portions planes ou cylin- 
driques. 

Ces hypothèses ne sont pas toutes indispensables. Xeuniann 
a étendu sa méthode a toutes les surfaces qui ne sont pas hiètoi- 
léesy c'est-îi-dire où tous les plans tangents ne vont pas passer 
par Tun ou l'autre de deux points fixes (comme cela aurait lieu 
dans le cas d'un cube ou dans le cas du solide commun a deux 
cônes). Mais, pour simplifier, nous nous bornerons au cas, déjà 
très général, qui a été signalé. 

Figurons la surface S (fig. 85). Soit M' un point de cette sur- 
face situé au centre de gravité de l'élément dw'. En vertu des 
hypothèses faites sur la nature de la surface S, on peut tracer 
une sphère S tangente à S en M' et contenant toute la surface à 
son intérieur. Soit O le centre de cette sphère ; désignons par A 
le point de £ qui est diamétralement opposé a M' ; il est clair 
que M'A est la normale à S en M'. 

Supposons maintenant que le point courant x,y,z vienne se 
placer sur S en M. Joif(nons MM^ et posons : 

MM^ = ^. 



agS 
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On a évidemment : 



A: 






cos 'i ^ 0, 

quel que soit le point M, puisque la surface S est convexe. 
Ici do-' est constamment négatif, d'après nos conventions, car. 




Fi g. 85. 

la surface S étant convexe, on n'en peut voir, quand on se place 
sur elle, que le côté interne. On a donc : 



dcr'= 



do/ cos'} 
MM'' 



si l'on remarque que do*' est, en valeur absolue, Télénieut de la 
sphère de rayon 1 décrite de M comme centre dont la perspec- 
tive sur S est dtu'. On conclut de là : 

... 1 dtu'cos'i 

d^ = -Ti =~-. 

^r. MM'' 
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Posons maintenant : 

M'A=2R, 

m appelant R le rayon de la sphère S. La sphère S a pu être choi- 
sie de façon que la même valeur de R conxdenne pour tous les 
points M' de S. On a : 

M'B = M'Acosi, 

H étant ]e point où M'M coupe S, puisque le triangle M'BA est 
rectangle en B. D'autre part : 



et : 



car : 



D'où : 



d^'>0 



^ 1 jWc^ 

-Jiî MB* 



MB > MM'. 



d6'> '•"' 



de'> 



8iîR' ces -i 



d. ' 



8-R^ 



Posons : 



' =M. 



8t:R 



On a finalement : 

de'>Mdw'. 

Cette inégalité nous servira tout à l'heure. 

141. Considérons LV C'est une fonction continue sur S. Donc 
elle a une limite supérieure G| et une limite inférieure Ili- Ecri- 
vons : 

Si le point M est situé sur la surface S, on a : 



•A98 
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Donc, en désignant (fig. 86) par \L\ la valeur de Uj en M', on peut 
écrire : 




Dans ces conditions : 



Or: 



Donc on peut écrire : 



On en conclut : 



W 



Si M se déplace sur S, U|^i varie et 
atteint son maximum Gj^i en un cer- 
tain point Mq et son minimum IIj^i en 
un certain point M^. Appelons alors : 

— 27:d6\ —iTzàK, — 27rde; 

les angles solides sous lesquels àtù' 
est vu respectivement des points : 

M, My, M,. 



J(S) 

Hwt^ruîdô;. 

J(S) 



G.dÔ' 



IV* #0 



t/lS) 

n,= rii,de;. 
G,-G.,. = r(G.-u;)d6;>o. 



D\)ù : 



Gi>Gi ^ ,. 

Ainsi les quantités G^ vont en décroissant quand i augmente. 

On voit de même que les quantités II| vont en croissant quand i 
augmente. 

D'autre part, on a : 

dO;>Mdo)' 



cl 



D'où : 
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d6;>Mdw'. 



De même 



G, — G, ^ , > M r ;G, — U[) do>'. 

II,,, — ii.>m/'(u,'— n,)da>'. 



Ajoutons membre à membre : 

(G,-HO-(G,,,-H.,O>Mr(G.-II0cW. 

Knfin : 

(G, -no - (G. , ,-n, , ,) >M (G,- II.) Tdoi'. 

J(S) 

En outre, Ton a : 

Jf do)'= S, 
(S) 

S étant Taire de la surface S. 
Posons : 

MS = 1 — u, 

jjL étant déterminé par cette égalité même. On peut écrire alors : 

Gi + i — Hi^i<;^ (G| — Hj). 

Comme on a évidemment : 

G.,, — H,.,>0, G, — II,>0, 

on déduit de là : 

[x>0. 

Mais : 

M rdw'>0. 

Donc : 

1 — UL>0. 
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Mais, puisque Ton n : 



on peut écrire : 



On conclut de là : 



G,<A[x' 
— Hi<A(jL», 

iua<Aj.'. 



I I A ..i- 1 



lV.|<Aix'+A}*' 
|V'.|<Aja' + Aj*'-', 



c'esl-a-dire : 



I Vi I < Bix., 



en posant : 



B = A 



('-t) 



Maintenant, W| est une fonction régulière à Tinfini et harmo- 
nique tant h l'intérieur qu'à l'extérieur de S. C'est donc sur la 
surface S elle-même que Wj atteint son maximum et son mini- 
mum. Kn d'autres termes, on a : 

I Wi I < max I V, |... dans T 
I Wj j < max I Vi I ... dans T'. 

D'où finalement : 

I W. I < B;V. 

aussi bien à l'intérieur qu'à l'extérieur de S. 
143. Reprenons la série : 

On a, en vertu de ce qui précède : 

|}.'W.|<B|À[x|'. 

Donc la série envisagée est absolument et uniformément conver- 
gente si : 

• ivi<i, 
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c'est-a-clîre si : 



V- 



Or nous savons que : 

0<a<l 



4 



Donc la série est convergente pour A==+ 1 et pour a= — 1. 
144. Faisons : 

et désignons par W la somme de la série convergente : 

Il est clair que \V est une fonction de x, y, z bien définie en tout 
point non situé sur S et régulière h Tinfini. 

Je dis que W est une fonction harmonique en tout point de 
Tespaco, sauf sur S. 

Kn effet, il en est ainsi de chacune des fonctions \s\. Or on peut 
écrire : 

car la série : 

2B.U', 

dont tous les termes sont des constantes, est convergente. Mais 
on a : 

I W> I <B}*'. 

l)*où : 

B[JL'+\Vi>0. 

D'autre part : 

B[Ji' + W|<2B;jl'. 

Ainsi la série : 

2(B}*' + \V,) 

a ses termes tous positifs et est uniformément convergente. De 
plus tous ses termes sont des fonctions harmoniques tant à 
l'intérieur qu'à l'extérieur de S. Donc sa somme, en vertu du 
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théorème de Ilarnack, est une fonction harmonique dans le nit^me 
domaine. 

On peut dire la même chose de la somme de la série : 

puisque celle-ci est une constante. 

En définitive, W est une fonction harmonique en tout point 
de Tespace qui n'est pas situé sur S. 

145. Reprenons le cas où A a une valeur quelconque et voyons 
ce qui arrive quand le point x, y, z tend vers un point Mj, de S 
en restant toujours à l'extérieur de S. 

Dans ce cas, on a : 

lim \\\ = \\ 
par définition. Mais : 

v. = u, - u. _ .. 

D'où : 

lim W, = U, - <!. 

limW,=U,— U, 

limW, = U, — U._, 

La série : 

(U,- *) +). (U. - UJ -H ... +).'(U. - U._,)+ ... 

est convergente. D'autre part, la série : 

W. + ).w, + . . . + ).'^v, + . . . 

est elle-même uniformément convergente. On conclut de là : 

limW=^À'(U,-U,_,), 

en vertu d'un théorème bien connu de la théorie des séries. 
Tout ce qui précède suppose : 
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Cela s'applique si X est égal à 1. Dans ce cas, la série : 

2à'(U,-U._.) 

se réduit à : 

(U.-*)-H(U,-U,) + (U.-U.)H-..., 

c'est-à-dire à la fonction donnée <l> changée de signe. On a donc : 

limW = — ^, 

quand le point x, y, z tend vers un point de S en restant à Texté- 
rieur de cette surface. 

Comme la fonction ^ est arbitraire, on voit que le problème 
de Diric/tlety en ce qui concerne le domaine T' ejctcrieur à S, est 
complètement résolu, 

146. Faisons maintenant : 

A = — 1. 

Les mêmes raisonnements peuvent être répétés. On peut écrire : 

W = (B + W,)+(B(x-WJ+(B;x'+WJ + ... 

+ [B(x' + (-lV\V,] + ... 

— SBijl'. 

Le théorème de Ilarnack montre encore que W est une fonction 
harmonique. 

Cette fois, on trouve que : 

limW = <ï>, 

quand le point x, y, z se rapproche indéfiniment de S en restant 
toujours intérieur îi T. 

Le problème de Diric/ilet, en ce /jui concerne le domaine T inté- 
rieur à S, est donc complètement résolu. 

Kn définitive, le principe de Dirichlet est établi, dans le cas 
où la constante C est nulle. 

147. DELXliiME CAS. — C=^0. 

Occupons-nous d'abord du problème intérieur. 

Prenons la fonction donnée ^. Sa connaissance conduit à la 

poiNCAHÉ. Potent. Newl. 20 
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connaissance de la constante C qui, par hj*pothèse, est ici diffé- 
rente de zéro. 

Changeons maintenant <t en 4> — C, et refaisons les mêmes 
calculs. Il est clair que U^^ devient : 

Jj.i.-c)de' 

c'est-a-dire : 

n _ f Cd9', 

"^ J{S) ' 

ou enfin : 

u.-c 

De même U, devient U, — C et, en général, U| devient Ui — C. 
Dans les mêmes conditions, les quantités : 

Gi et Ili 

deviennent : 

G. — Cet H, — C. 

Alors la nouvelle constante C se déduit de la première par 
soustraction de C : elle est nulle. 

On est ainsi ramené au cas où C est nul. On peut donc résoudre 
le problème de Dirichlet, en se donnant les valeurs de 4> — C 
pour valeurs de la fonction harmonique cherchée sur le bord du 
domaine T. 

Soit W la solution obtenue. C'est une fonction harmonique en 
tout point du domaine envisagé. De plus : 

liniW = 1> — C, 

quand le point x, y, z tend vers S en restant à l'intérieur de T. 
Posons alors : 

V = W+C, 

Il est clair que V est encore une fonction harmonique dans T. 
Mais, cette fois, on a : 

limV = ^. 

quand le point x, y, z vient se placer sur S. 

D'autre part, \V est le potentiel en un point intérieur à T d'une 
double couche portée par S. Or la constante C peut aussi être 
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regardt'e comme le potenlicl en un iioiiit tic T (riiiic ilmililc 
couche homogène portée piir S. Donc W -\- C est enciire un piitoii- 
ticl de duuble couche. 

I.e prot/ti-me intérieur de Dirivlilet e»t ifoni- rt'tiii/ii i/nti.i Idus (fs 
ctis nu nioijen d'une double cuiirlie portée par S. 

148- Passons muiiitennnt au prohième extérieur. Nous idloiis 
voir que lii mi^ine conclusion ne subsiste plus : si C esl diirérent 
de zéro, on ne peut plus résoudre le prubléme eu question en se 
servant seulement d'une duuble eouchc portée par S. 

Tout d'abord, il esl diiir que l'on ue peut plus employer l'iu- 
tilice qui a conduit il trouver lu solution générale du problème 
intérieur, En cfTel, il est toujours possible de l'ormer la l'onction 
barmonique W qui tenfl vers "1> — C quand ou s'approche indé- 
finiment de S par l'extérieur. La fonction AV + C vérïtie bien 
encore l'équation de Laplace. Mais ce n'est pas une fonction har- 
miinique, car elle n'est pas régulière U l'inlini, W l'étant el {.'. 
étant une constante. De plus, il est exact que W est un potentiel 
lie double couche ; mais la constante (I ne peut pas i^tre regardée 
ici comme le putenliel en un point extérieur d'une double ennelie 
homogène portée par S, car un tel polcntii'l est nul dans tout 
l'espace extérieur ii S. 

D'ailleurs nous avons vu (S 135| qu'il existait une condition 
nécessaire pour que le problème extérieur de Oiriehlet soit ri-so- 
luble par le potentiel ncwtonien d'une double couche de matière 
attirante répandue sur S. Or; 

est une condition sulFisantc. C'est alors la condition nécessaire et 
sullisante en question. 

Voyons donc comment la méthode de Keuniann permet de 
résoudre le problème extériein- de Diriehh't quand la conslante C 
n'est pas nulle. 

1149. Soit W un potentiel de double couche. 
Prenons un point M à l'extérieur de S (fig. 87] el un point ii 
l'intérieur. Puis posons ; 

OM=F. 



^o8 
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Il n'est pas possible de trouver une double couche portée par S 

dont le potentiel \V coïncide avec la fonction à l'extérieur 

de S. En effet, W étant un potentiel de double couche, on 
aurait : 

et, d'autre part, W coïncidant avec — , on devrait avoir : 



1 



ce qui est contradictoire. 

Désignons par ^' rensemble des valeurs de ^sur S. Il 

oxiste une Tonction W harmonique dans T' et se réduisant à — <h' 

sur S : c'est précisément la 

fonction — . Cette fonction, 

nous venons de le voir, ne 
peut élre regardée comme un 
potentiel de double couche. 
Mais il est certain que c'est 
le potentiel d'une simple cou- 
che portée par S : cette sim- 
ple couche est d'ailleurs la 
couche équivalente provenant 
du balayage d'une masse + 1 
placée en O. 
Cela posé, appelons C la constante que l'on peut former avec 
^V comme on a formé la constante C avec ^. On a évidemment : 

sans quoi ^V serait un potentiel de double couche. 
Posons : 

a étant une constante laissée indéterminée pour le moment. A la 
fonction <b" définie sur S est attachée une nouvelle constante C" 
qui est liée aux précédentes par la relation : 




Fig. «7 



C'=:C+aC' 
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Prenons : 

C+aC'=0 

c'est-à-dire : 



La valeur de a est bien déterminée, puisque : 

Ayant ainsi choisi a, on a : 

On peut alors résoudre le problème extérieur de Dirichlet au 
moyen d'une double couche dont le potentiel W prend les valeurs 
— ^''sur S. 

Posons maintenant : 

V = W ^. 

P 
Il est clair que Ton a : 

AV = 

h Texlérieur de S. La fonction V est harmonique dans T^ ; elle 
est régulière a Tinfini ; enfin, quand on approche indéfiniment 
de S par l'extérieur, on a : 

lim V = ^ *''+ a*' = — *. 

Donc la fonction V résout le problème proposé. 

Il est manifeste que V peut être regardé comme la somme de 
deux potentiels, Tun dû. à une simple couche, l'autre dû à une 
double couche, portées toutes deux par la surface S. 

C. Q. F. D. 

150. Sig^niflcation de la constante C. 

Voyons ce que représente cette constante C qui a joué un rôle 
si important dans les considérations précédentes. 

Imaginons une certaine quantité d'électricité répandue sur la 
surface S regardée comme conductrice. Supposons cette charge 
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en équilibre sur S. Soit alors P le potentiel correspondant. On 
sait que P est une fonction harmonique a Texténeur de S. Quant 
à sa valeur sur S et à Tintérieur de S, elle est constante : nous 
l'appellerons P,,. La densité de la couche électrique considérée 
est, en chaque point de S, donnée par l'expression : 

1 dP 



47Î dn 

Reprenons maintenant les fonctions Wj des paragraphes précé- 
dents et continuons à employer les mêmes notations. On a : 

dw, _ dv. _ dv; 

dn dn dn 

d'après les propriétés des doubles couches établies au cha- . 
pitre VI. 

Remarquons alors que l'on a : 



Jt^\ dn Jfc^ dn 



Appliquons la formule de Green, en nous rappelant que P et Wj 
sont des fonctions continues et que Ton a : 

AP=0, AWt = 0. 
On trouve : 

r dV r dP 

/P,4li-dco'=/ V,p-d(o' 

J;s) du J(S) dn 

en considérant le domaine T intérieur à S, et : 

dV r dl^ 



J(S) dn J^s) dn 



en considérant le domaine T' extérieur à S. On conclut de là : 

dP r dP 

'(S) dn ,'.sj 

Mais : 

dP, 



^v.4î^dco'=^v^4Ldco^ 

»'(Si an ^'si du 



dn 



i- = 0, 
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puisque Po est une constante. Donc : 

r dP 

J(s, an 
Or: 

Par suite : 

r dP r dP 

J[S) dn ^'(S) dï* 

Cette égalité montre que, si Ton pose : 

Js) dn 
on a : 

Ji^Ji-i =J| î=^ 

D'où, finalement : 

J{S) dn /jsj dn 

Faisons croître i indéfiniment. On a : 

limG, = C 

limII. = G 

et, comme : 

G.^U.^H., 

on peut conclure de là : 

lim Ui= C 
Donc : 

G / -z — dco'= / <ï> -5 — dio . 

J(sj dn *AS) dn 

Soit alors M la masse totale de la couche électrique dont le 
potentiel est P. La densité de cette couche est : 

1 dP 

4?: dn 
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D*oii : 



^^S] 



d(o'= — 47rM 



^s) du 



Finalement : 



C = 



4> —r— d(0' 

J{^i dn 



47:M 
Telle est la valeur de la constante C. 

151. Emploi des potentiels de simple couche dans la méthode de 
Neumann, — Cherchons à transformer la solution obtenue par la 
méthode de Neumann pour le problème de Dirichlet tant intérieur 
qu'extérieur. Nous allons montrer qu'on peut considérer des 
simples couches au lieu des doubles couches envisagées partout 
jusqu'à présent. Nous supposerons pour cela que l'on a : 

C = 0. 

Prenons d'abord le cas du problème extérieur. 

Appelons x, y, z les coordonnées du point courant M situé 
dans le domaine T et x', y\ z' celles d'un point M' de S placé au 
centre de gravité de l'élément do)'. Les autres notations adoptées 
sont d'ailleurs les mêmes que dans les paragraphes précédents. 

On a : 

w.+w,_. = r(u,-.+u,_,)de'. 



^;s) 



Mais on peut écrire : 



dô'=-^'' 



27: 



et : 

d-i 

dT' =-T-l- dw', 
dn 

r . 1 

en désignant par r la distance MM' et par — i — la dérivée de — 

prise dans la direction de la normale extérieure à S par rapport 
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à X, y, z regardés comme variables pendant que x\ y', z' sont re- 
gardés comme constants. 
On conclut de là : 

Or: 

u._, + u._, = v._,. 

D'où : 




1 
Servons-nous de la formule de Green. Regardons pour cela — el 

\Vi_i comme des fonctions de x', y', z' renfermant les paramètres 

. . 1 
X, y, z. Dans ces conditions, dépend à la fois de x, y, z 

et de x', y', z et Ton a : 

A(-^) = 0...dansT 

en posant : 

ù' d' d^ 

Quant à W|_i , dont la valeur sur S est Vi_i quand on reste à 
rintérieur de T, c'est une fonction de x', j'', z' vérifiant aussi la 
relation : 

AWi_, = 0... dans T. 



On a alors : 






en désignant par : 



dn" 
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les dérivées suivant la normale prises par rapport à x', y', z'. 

1 
Mais pour — et \V|..i, on a: 



dn' du 

Donc on peut écrire : 



= dio . 

r du 



D'où : 




On voit par là que WiH-Wj_i est le potentiel d'une simple 
couche répandue sur S avec la densité : 

1 dVi-t 

271 dn 

en chaque point. 

Tout cela est valable pour l'extérieur de S. Voyons ce qui se 
passe quand le point x, y, z est situé à l'intérieur de S. 

Considérons alors la différence : 

On a : 

w.-\v...=--i- / (i:,_,_u,_o-f;^du.'. 

Mais : 
D'où ; 



w.-w._.= 



Appliquons encore la formule de Grecn de la même liiçon que 
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plus haut, c'est-à-dire en regardant x', y', z' commelescoordonnées 
courantes, mais, cette fois, prenons comme domaine d'inté- 
gration l'espace extérieur à S. On a : 



D où : 




On voit que Wi — Wi^jest le potentiel d'une simple couche 
portée par S, la densité en chaque point étant : 

1 dV^._. 

2?; dn 

152. Remarquons que l'on a : 

dV.. . ^ dV'._. 
dn dn 

à cause des propriétés des potentiels de doubles couches. Donc : 

\v,+w._. 

et : 

w. - Wi_ , 

sont les valeurs d'un même potentiel de simple couche prises en 
un point extérieur a S pour W|H-\Vi_i et en un point intérieur 
pour \Vi — Wi_i. 

Appelons Tj ce potentiel et considérons les séries qui donnent 
la solution du problème de Dirichlet tant intérieur qu'extérieur. 

Dans le cas du problème intérieur, on doit faire : 

A=— 1. 
D'où 

W = (W, - w,) + ( w, - w,) + . . . + (W»., - \\\) + . . . 

c'cst-h-dire : 
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Dans le cas du problème extérieur, on doit faire : 

X = 4-l. 
D'où : 

^^^ = (w. + w.) + (w. + w,) + . . . + (w,_. + w.) 

c'est-à-dire : 

W = T. + T, + ...+T. + ... 

Dans les deux cas, W se présente comme un potentiel de simple 
couche. Pour les deux simples couches envisagées, la densité 
est la même, au signe près. 

l*oussons un peu plus loin l'étude des fonctions Tj. 

153. Propriétés des fonctions T}. 

(Considérons la fonction Tj. Cette fonction est le potentiel d'une 
simple couche de matière attirante répandue sur S. Désignons 
par T, la valeur de cette fonction en un point voisin de S et inté- 
rieur à S. Désignons de même par T'i la valeur de cette fonction 
en un point voisin de S et extérieur h S 

En un point M^ de S, on a : 



Mais on n'a pas : 



T. = T'. 



dTj dT; 



On doit écrire : 



dn dn 



dT; dT, ^ dVi_i 



dn dn dn 



en vertu des propriétés bien connues des potentiels de simple 
couche. 

Kn un point situé à l'extérieur de S, la définition môme des 
fonctions Tj montre que l'on a : 

t;=w. + w,_.. 

D'oii, en M^, : 

dT; ^ dv; dv._. 

dn dn dn 
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ce qui peut s'écrire : 



dT( 
dii 



dV, ^ dV,_, 



dn 



dn 



puisque : 



dVj 
du 

dV.'-. 
du 



dV. 



dn 

dV.-. 
du 



d'après les théorèmes de la théorie des doubles couches. 
Kn un point situé ù l'intérieur de S, on a de même : 



D'où, en M. : 



T,= \V.-W._,. 



dT, dV, dV,. , 



dn 



dn 



dn 



On déduit de là par addition ; 

dT[ dT, 



dn 



dn 



= 2 



dV, 
dn 



154. Soit M, un point de S. Prenons un point M'^ très voisin 
de M„ et extérieur à S (Gg. 88) et un point 
M"(, très voisin de M, et intérieur à S. 

Je dis que l'on peut former de proche 
en proche les (onctions Tj. En effet, sup- 
posons que T,_, soit connu. La compo- 
sante normale ti S de l'attraction corres- 
pondant au potentiel Tt_i est : 



dT'._ . 
dn 

dT,,. 
dn 



■ ••eu Ma 



'•••en Mb . 




Fig. 88. 



Quant à sa valeur au point M, lui-même, c'est : 



1 /dTL. dT._.\ 
271 \ dn du / 
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c'est-à-dîre : 

dV,_. 




du 

C'est précisément, au facteur s— près, la densité delà simple 

couche à laquelle est dîk le potentiel T,. Donc quand on connaît 
T, _,, on peut calculer T|. D'ailleurs on a: 

j *^^' 
__ 1 

et : 

\\\ =-. f cï>dfj'. 

Par conséquent, étant donné, on peut trouver \V« ; on en 

dV 
déduit — r-^; d'où T, et, de proche en proche, toutes les fonc- 
tions T|. 

Tout ce qui précède suppose, bien entendu, que Ton ait : 

C = 0. 

Si cette condition est remplie, il est clair que Tj tend vers 
zéro quand i augmente indéfiniment, puisque Ton a : 

T. = W.-\V._. 

à rintérieur de S et : 

T, = W. + W,_. 

il l'extérieur et que les séries : 



2(w. + w._.) 



sont convergentes. De m^nic : 



dV 
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qui est 1» densité de la couche superficielle étudiée , tend vers 
zéro puisque les séries : 



ôW. \n ùW. v^ ôW 






Oz 



sont convergentes. D'ailleurs, on a : 



dX;,, dTj^., _ dVi 

— ^ 



dn dn "* dn 

Mais, puisque Tj., tend vers zéro en tout point de l'espace, il en 
est de même de : 



dn dn 



dV. 



Donc —. — doit bien tendre aussi vers zéro, 
an 

155. Revenons à l'opération qui permet de déduire le potentiel 
T| du potentiel Ti_i. Je dis que cette opération consiste unique- 
ment dans un changement de distribution d'une masse totale 
invariable . 

Va\ eflet, posons : 

T=r-S^d(./. 
Calculons O par la formule : 



Js r 



dro' 

en prenant : 

„_ 1 ( iJT dT\ 

^ ~ 4-1, dn "^ dnj' 

On voit que O se déduit de ï comme Tj de Ti_,. 
Or on a : 



1 /dr dT^\_ , 

47: \ dn di\)~^' 



D'où : 
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Maïs : 



i 



• dT 



î^) cln 
Donc : 

f u''d(o'=r u'dcu'. 

C. Q. F. D. 

Dans le cas étudié plus haut, la masse totale de la couche don 
le potentiel est T, a pour valeur: 



Or : 



^'éZ t/iS) cln 

f-^^±±. doy = f AW,_ , dT = 0. 

JvS) dn J,T) 



Donc la masse totale M est nulle pour toutes les valeurs de l'in- 
dice i. 

156. Je dis que Ton peut prendre pour ï, le potentiel d'une 
distribution superficielle quelconque, pourvu que la niasse totale 
de la couche ainsi considérée soit nulle, et calculer ensuite la 
succession des fonctions Tj de proche en proche par le procédé 
indiqué. On est toujours assuré ([ue T, tend vers zéro quand i 
augmente indéfiniment. 

Pour établir cette proposition, il faut d*abord résoudre un 
problème préliminaire. C'est ce que je vais faire, et, pour cela, 
je me servirai des résultats obtenus à propos du problème de 
Dirichlet par la méthode do Xcumann exposée ci-dessous. 

157. Résolution d'un problème analogue à celui de Dirichlet, 
Soit une surface fermée S délimitant un domaine intérieur ï 

et un domaine extérieur T'. Nous ferons sur S les mêmes hypo- 
thèses qu'à propos de la méthode de Xeumann. Enfin désignons 
par 4> une fonction continue donnée sur S. 

I^roposons-nous de construire une fonction U telle que Ton 

ait : 

AU = dans T. 

— i — = <h sur S. 

dn 
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11 est clair que, si U est une solution, U + C en est une autre, C 
étant une constante arbitraire. 

D'abord, si U est une fonction répondant à la question, on a : 



r4^dco'=rAUdT' = 0. 

J[S) dn ,/{T) 



D'où : 

^0d(o'=O. 



c/(S) 



C'est là une condition évidemment nécessaire pour que le pro- 
blème soit possible. Nous la supposerons remplie. 

Imaginons une simple couche de matière attirante répandue 
sur S, la densité en chaque point étant : 



* 



471 

Soit T le potentiel de cette simple couche. Désignons par T la 
valeur de ce potentiel en un point intérieur h S et par T' sa 
valeur en un point extérieur. On a, en tout point de la sur- 
face S : 



et : 



dT dr 

; = 0. 



dn dn 



Soit maintenant W le potentiel d'une double couche portée par S. 
Appelons W et W ses valeurs respectivement en un point inté- 
rieur à S et un point extérieur à S. On a : 

et: 

dW dW 



dn dn 

en tout point de S. Admettons en outre que l'on ait pu choisir 
la densité de la double couche de façon que l'on ait encore 
sur S : 

\V' = — T'. 

POi.xcARÊ. Potenl. Ncwt. 21 
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Posons alors : 

U=W+T 

i:'=w'+T'. 

On a : 

du dU^ _^ 

dn dn 

sur S. Mais, dans les mêmes conditions, il est visible que : 

Or U' est une fonction harmonique à l'extérieur de S et régu- 
lière k rinfini. D'où : 

U'^0 



h l'extérieur de S. Alors: 



<^^' = 0. 



dn 



Par conséquent : 






dn 



D'autre part : 



AU = 



à l'intérieur de S. Finalement la fonction U résout le problème 
proposé. 

158. Il reste un point encore à examiner. Peut-on déterminer 
un potentiel de double couche W par les conditions suivantes : 

A\V'==0 .... à l'extérieur de S. 
\V' = T' . . . . sur S. 

Nous avons vu qu'il n'en était rien. Dans nos études sur la mé- 
thode de Neumann, nous avons reconnu qu'une condition était 
requise : une certaine constante C doit être nulle. 

D'autre part, nous avons découvert une condition nécessaire 
pour la possibilité du problème actuel : 



/ 



0d(o' = 

(S) 
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Comme : 

C=0 

est la condition nécessaire et suflisante, c'est que les deux con- 
ditions : 

C=0, f <^dco'=0, 

' J (S) ' 

sont équivalentes. 

Donc, d'après notre hypothèse du paragraphe précédent, on 
peut certainement calculer W et, par conséquent, notre pro- 
blème est bien résolu. 

159. Proposons-nous, pour terminer, de résoudre le même pro- 
blème dans le cas où le domaine envisagé est constitué par la 
partie de l'espace extérieur h S. 

Nous devons avoir : 

AU' = 0. . . . a l'extérieur de S. 
dU' 



dn 



= — <b , . sur S. 



Formons une simple couche portée par S et ayant pour densité 
en chaque point -^ — . Soit T son potentiel. On a toujours : 



T = T' 
dT dT' 



<^ 



dn ' dn 
sur S. 

D'autre part, on peut, dans tous les cas, trouver une double 
couche portée par S dont le potentiel W, défini et harmonique 
en tout point intérieur a S, tende vers — T quand on se rap- 
proche indéfiniment de S par l'intérieur. 
Posons alors : 

U=W+T 

Sur S, on a : 

U=0. 

Donc : 

U = 
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à rintérieur de S. Par suite : 

du 



du 



= 



Mais il est clair que : 



du dU' ^ 



On en conclut : 



du dn 



= — 0. 



du 
D'autre part, on a : 

AU'=0 à l'extérieur de S. 

Le problème est donc résolu. 

Ici il n'existe aucune condition de possibilité. 

160. Revenons maintenant aux fonctions Tj considérées plus 
haut. 

Nous voulons montrer que T, peut être regardé comme le 
potentiel d'une distribution quelconque dont la masse totale est 
nulle. 

En effet on a, en reprenant les notations du paragraphe 154: 

" J (S] 




D'après ce qui précède, nous pouvons choisir W,, de façon que : 

L^L.= .^ 

2^ dn 

\k' étant une fonction arbitraire assujettie seulement à la condi- 
tion : 

f a'dt.y = 0. 

J (S/ 

La fonction initiale W^ n'est pas alors un potentiel de double 
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couche. Mais îl est manifeste que cela ne change rien à nos 

conclusions au sujet des fonctions Ti. 

C. Q. F. D. 

161. Considérons en dernier lieu le cas où Ton part d'un 
potentiel T, correspondant à une simple couche dont la masse 
totale M n'est pas nulle. 

On peut encore former la suite des fonctions Tj. 

Cela posé, supposons la masse M répandue sur S à la façon 
d'une masse égale d'électricité en équilibre. Soit P le potentiel 
dans ce dernier cas. On a : 

AP = 0. ... à l'extérieur de S. 
P = C^ . . . à l'intérieur de S et sur S. 

La densité en chaque point est : • 

1 dP' 



4- dn 
D'où : 



P = 




11 est clair que l'opération qui fait passer de Ti_, à Tj laisse P 
invariable, puisque : 

1 / dP^ dP \ 1 dF 

4*!! \ dn dn / 47: dn 

il cause de la constance de P îi l'intérieur de S. 
Il est manifeste d'après cela que les fonctions : 

Ti — P 

se déduisent les unes des autres d'après la même loi que les 
fonctions T|. 

Chaque fonction : 

Ti — P 

est le potentiel d'une simple couche dont évidemment la masse 
totale est nulle. 
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On conclut de là que : 

Ti — P 

tend vers zéro quand i augmente indéfiniment. En d'autres 
termes, si la masse totale qui sert à former le potentiel n'est pas 
nulle, T| ne tend plus vers zéro, mais vers P, c'est-k-dire vers 
le potentiel de la couche électrique en équilibre sur la sur- 
face S. 

Dans les mêmes conditions, la densité en chaque point de la 
matière attirante dont le potentiel est T, tend vers la densité 
de la couche électrique de masse M qui serait en équilibre sur la 
surface donnée S. 

(]'est là le principe de la méthode de M. Bohin pour détermi- 
ner une simple couche sans action sur les points intérieurs à la 
surface fermée qui la porte. On dit quelquefois que cette méthode 
p(»rmet de trouver la distribution naturelle de Télectricité sur S. 



CilAlMTIiK I.\ 

EXTKNSION DE LA MÉTHODE DE AELMAXN 

AU CAS DES DOMAINES SIMPLEMENT CO.NNEXKS. 

LES FONCTIONS FONDAMENTAr.ES 



162 Énoncé. - — I.c chiipilrc VIII coiitû-iit un cxposô do lu 
iiiPlhoilc iniuginée pur Neiimann pour résoudre le problème de 
DIrichlet lanl intérieur qu'extérieur. Nous savons l'importance de 
eette méthode, non pas peut-être pour établir le principe de 
Uirichlet — puisque la méthode du balayage sufllt ii cet égard, — 
mais pour manifester l'identité des fonctions harmoniques et des 
potentiels newtuniens. Il est donc intéressant de chercher 11 don- 
ner il la méthode de Neumann toute la généralité possible. C'est 
ce que nous allons faire. 

La preuve de la convergence des séries considérées par Neu- 
mann n'a été faite jusqu'ici que dons l'hvpothèse où lu surface 
donnée S est convexe. Nous allons montrer que cette hvpotbèse 
n'est pas indispensable. 

Le développement complet des considérations qui vont suivre 
serait trop long pour trouver place dans ce cours. On pourra le 
chercher dans un mémoire inséré aux.4c(n Mathemalica en 1H96. 
Nous nous contenterons ici d'un nperçu qui fasse entrevoir dans 
tjuel sens il faut chercher une extension de la méthode de Neu- 
mann lorsqu'on a affiiire à une surface S qui n'est pas convexe. 

163. Hypothèoes. — Nous considérons toujours une surface 
fermée S délimitant un domaine intérieur T et un domaine exté- 
rieur T'. 

Cela posé, voici quelles hypothèses nous ferons désormais sur 
la surface S. 
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U'abord nuus supposerons i[ue cette aurlMce pusséde en eltaci 
de ses points un plan tuiigeiit unique et deux rayons de courbtirefl 
principaux déterminés. Il est lîieile de voir avee précision ce ({uei 
nous ndinettons iiinsi. l'Iaruns l'origine des coordonnées en un | 
point de la surface ; choisissons lu normale en ce point c 
axe OZ et le plan tangent correspondant comme plan XÛY ; pla- ' 
(;ons-noiis d'ailleurs en coordonnées rectangulaires. SoJt alors 






ré([untion d'une petite portion de la si 
Notre hypothèse est que les fonctions ; 



rface autour dr l'orif 



dx" 



.-ix'.ly' ' 



.ly" 



sont finies et continues dans le voisinage de l'origine. Celle-ci - 
du reste doit être un point (jueleonqne de la surface. 

Nous supposerons en outre que le domaine T limité par la sur- 
face S est simplement connexe. Cela siguiBe que toute surface 
fermée contenue dans T peut, par une déformation continue qui 
ne lui fait jamais rencontrer lu frontière du domaine envisagé, ac 
réduire ii un point de ce domaine. 

Enfin nous ne considérerons, comme fonction "I" donnée sur S, 
que des fonctions possédant des dérlvr't-s purtiellrs de tous les 
ordres Gnics et continues. 

Cela étant, nous aurons il nous appuyer sur li; principe de 
Dirichlct. Nous sommes donc obligés de le regarder comme 
établi déjà indépendamment de la méthode de Neumann, par 
exemple par la méthode du halayiipc. Dans ces conditions, noire 



but est seulemont [l'éludipr la 



crgei 



<lc Neu- 



164. Rappel de certahiei notations. — Soit W le potentiel 
ncwtonien d'une double couche portée par S. Si le point courant 
x,y, z tend vers un point fixe x', y', z' de S on restant toujours à 



J 
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rextcrieur de S, W a une limite que nous appelons V,. De 
même si x, y, z tend vers x', y', 'i! en restant toujours à Tinté- 
rieur de S, W a une limite V. Enfin la valeur de W quand x, y. z 
coïncide avec x', y', z' est bien déterminée ; c'est : 

V-hV 



u = 



2 



On sait que V n'est pas égal à V. 

Cela posé, la méthode de Xeumann consiste à construire une 
double couche satisfaisant en tout point de S à la relation : 

V — V = ),(V + V')-h2cï), 

X étant un paramètre arbitraire et <ï> une fonction donnée des 
deux coordonnées qui fixent la position d'un point sur S. 
Posons : 

(Chaque fonction Wj est le potentiel d'une double couche portée 
par S et Ton a : 

Vi-v;=v._,+v'...=2u._,. 

On peut donc construire les fonctions Wj de proche en proche. 
Il reste alors à étudier la convergence des séries précédentes. 

Il n'est pas nécessaire d'établir cette convergence pour toutes 
les valeurs de A. On sait en effet que la résolution des problèmes 
de Dirichlct intérieur et extérieur nécessite seulement la consi- 
dération des deux valeurs : 

A=+l 

et: 

À = — 1. 

Finalement, nous pouvons nous borner à examiner le cas où X 
reste compris entre — \ et -+- X^, \ étant un nombre positif 
quelconque supérieur à l'unité. 
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Si la surface S est convexe, le problème a été résolu. Nous 
allons montrer qu'il peut Têtre encore avec les hypothèses ^ue 
nous avons faites. Cela peut sembler paradoxal, car les inégali- 
tés qui ont joué un rôle essentiel au chapitre YIII ne sont plus 
vraies quand la surface S n'est plus convexe. Néanmoins la mé- 
thode de Neumann réussit encore, et de plus il est probable 
qu'elle s'applique même dans le cas le plus général. 

165. Les intégrales J„. — Considérons l'intégrale : 

j ^C ( ^^^'^ ^^^^^ ^^^'^ ^^^'^ ^^^'* ^^^'^ \ d- 

*'^ «/{TiV dx Ox ùy Oy ùz dz / * 

étendue à tous les éléments de volume dT du domaine T intérieur 
a S. 

(Considérons de même l'intégrale: 

'' J(T)\ Ox dx "^ dy Oy "^ dz dz / 

étendue à tous les éléments de volume ài du domaine T' exté- 
rieur à S. 

En vertu des hypothèses faites, chacune de ces intégrales a un 
sens bien défini. 

Appliquons la formule de Green pour le domaine T en ce qui 
concerne Ji^ et pour le domaine T' en ce qui concerne i\x' 
On a : 

^. dV, 



*/fs, du 



et : 



01 



en remarquant que : 



.'isi tin 



dn dn 



puisque Wi^ est un potentiel de double couche. 

Dans les formules précédentes, dw désigne un élément de S 
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j 

et — ; — une dérivée prise suivant la normale à S dirigée vers 
dn 

l'extérieur. De plus, il faut remarquer que Ton doit écrire : 

AW,=0, A\Vk = 0, 

tant à rintérieur qu'à l'extérieur de S, puisque Wi et W^ sont 
deux potentiels newtoniens. Pour la même raison, ces deux fonc- 
tions sont régulières à l'infini. 
On peut encore écrire : 

*/(S) an 



et : 

V — _rv— 

l,k / ^k — T- 

*/(S) «n 
D'où : 

Ji.k = Jk.l 

J' J' 

Jl.k Jk.l* 

C'était d'ailleurs évident par définition même de Jj^ et de }[^, 
166. Considérons maintenant l'égalité : 

v._v;==v,_.+v;_. 

Multiplions-en les deux membres par : 



dn 



i(jj 



et intégrons en prenant la surface S pour champ d'intégration. 
On obtient la relation : 

On déduit de là, par permutation des indices : 

\^) Ji,k"h J|,k== Jk.l-1 Jk.l-i* 

Mais, si l'on applique la relation (1) au cas où les indices ont les 
valeurs : 

k+l et i — 1, 
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on trouve : 

(3) Jk+ 1, i — l"+~ Jk + 1,1-1 = Jk,l-i Jk,l -!• 

En comparant les formules (2) et (3), on voit que : 

J|.k"hJi,k= Jk + 1,1-1 + Jk ^ 1, I- 1 

OU bien : 

Jj.k + Jj,k = J| - 1. k + l + Jl - i, k + l 

en permutant les indices comme on a le droit de le faire. 
D'autre part : 

Jl.k •'i,k = J| + 1, k "4- Ji + 1, k • 

D'où : 

Ji + 1, k — 1 Ji + I, k — 1 ^Jl + 2, k— 1 H~ ^i + 2, k - 1 • 

Mais : 

Ji + 1, k + Ji + j, k=Ji + 2. k — 1 H~J| + 1 k ^. !• 

Donc : 

•'i + I, k — 1 •'i + 1. k— I Jl.k Ji.k* 

Finalement, on peut écrire les deux relations : 

J|,k + Jl.k "^=^1-1. k + l + Ji-l, k + 1 
Ji.k ^i.k Ji - 1, k + 1 •*! — 1, k + 1 • 

Ces relations sont valables pour toutes les valeurs des indices i 
et k. 

On déduit de ce qui précède, par addition et soustraction : 

•'l.k = Ji — I, k + 1 

Jj.k Ji — I, k + !• 

D'où : 

Ji,k = Ji — i, k + 1 = Ji — ?, k + 1 ^= ••• = Jo,k ■•• i 

1' 1^ - r _ 1' 

•'l,k •'i — i, k +1 ''i — 2, k + 2 • •• Jo.k + i* 

On voit par là que les intégrales : 

1 r 

•'i.kî »'i.k 

ne dépendent en réalité que de la somme i + k de leurs indices. 
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Nous pouvons donc représenter ces intégrales par la notation : 

Jl + kl J|+ k) 

en ne faisant usage que d'un seul indice. 
Posons : 

i-h k = m. 

La relation fondamentale (1) devient alors : 

J m r" J m = J m — 1 J m - 1 • 

167. Supposons m pair et posons : 

m = 2p. 
On peut alors écrire : 



J 

et : 

J 



-X,[(-^)"-(-^)'-(^)"]- 



la première intégrale étant étendue à tous les éléments de 
volume dT du domaine T intérieur à S et la seconde à tous les élé- 
ments de volume dx du domaine T extérieur à S. 
On a donc : 

Quant aux quantités : 

•^ îp T 1 > •» Ip + 1 ) 

on ne sait rien à priori sur leur signe. 

Je me bornerai à signaler les inégalités suivantes : 

|J«P+ i|'*^«'îp 

I •'Jp + 1 |'*^''ip 

que Ton peut facilement établir. 
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168. 11 est facile de prévoir le rôle important que les quantités : 

•'■Il Jm» 

sont appelées à jouer dans l'étude de la convergence des séries 
de Neumann. 
Soit la série : 

V. + ).V. + À'V. + . . . + À'V, + .. . 

Supposons-la convergente et même uniformément convergente. 
Multiplions-en alors les divers termes par : 

dV, . 
—i — dw 
dn 

et intégrons. On obtient la série : 

Cette série doit être aussi convergente. Donc le rayon de conver- 
gence de la série : 



2 



X'V. 



est le même que celui de la série : 



i^ 



ou du moins il ne peut le dépasser. Nous verrons que ces deux 
rayons de convergence sont égaux. 
De même, les deux séries : 



et: 






ont le même cercle de convergence. Alors ce cercle de conver- 
gence est aussi celui de la série : 



E 



'' À'W, 



tant il rintérieur qu'à l'extérieur de S. 
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Ce sont ces aperçus qui ont amené h poser à priori et h étudier 
les intégrales J„ et J'„. 

169. Soit W le potentiel d'une double couche quelconque por- 
tée par S. Posons : 

J[%) un 
et: 



J'=— f\ 






et: 



.(S) dn 
en remarquant que Ton a : 

dV _ dV^ 
dn dn 

en tout point de S. 
On peut écrire : 

'=X,[(^)'-(^)-(^)"]- 

Ces nouvelles expressions de J et de J' se déduisent des premières 
par application de la formule de Green. 
Il est clair que Ton a : 

Si l'on prend : 

on a : 

J = J, 



et : 



170. Posons maintenant : 

a et ^ étant deux paramètres réels laissés indéterminés pour le 
moment et d'ailleurs indépendants l'un de Tautre. 
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Voyons ce que deviennent J et J' dans notre nouvelle hypothèse. 
On a d'abord : 

c'est-à-dire : 

si Ton remarque que : 

De même : 

r dV 

^\/s; "^* dn '*'''• 
D'où : 

Finalement, on peut écrire : 

J' ^ aM;„4-.2a.3 j;,,. + ?'j;,,, s. 0. 

11 résulte de là que J et J^ sont des formes quadratiques définies 
positives des variables a et jî. On a donc, en considérant leurs 
discriminants : 

^Spf 1 Jji» J2p+ t "^ ^• 
\'i J' 1' ^0 

•'ip + I •'ip •'l|»-rl ^ ^* 

(les inégalités sufliscnt pour montrer que les séries : 
et : 



2'"' 
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sont convergentes pourvu que Ton ait : 

Mais on ne peut encore rien dire du cas où X est égal a ih 1. 

J % . J 

ni. Le rapport -p- . — Etudions le rapport -jy- pour les diffé- 
rentes (onction W qui sont des potentiels de double couche. 
Supposons que Ton ait : 

J=0. 

Alors c'est que \V se réduit a une constante dans T. Dan^ ce Cas, 
W est le potentiel d'une double couche homogène. Par suite, 
\V se réduit à zéro dans T'. Donc : 

J'=:0. 

Ainsi Tégalité : 

J=0 

entraine Tégalité : 

On verrait de même que l'égalité : 

J' = 
entraine l'égalité : 



J=0. 



Ainsi, dans le rapport : 



J 



le numérateur et le dénominateur ne peuvent pas s'annuler l'un 
sans l'autre. On conclut de là (jiie ce rapport ne peut des^enir ni 
nul ni infini. Il a donc une limite supérieure finie et une limite 
inférieure différente de zéro. 

Ce qui précède n'est qu'un aperçu dénué de toute rigueur, car le 
rapport en question, par exemple, pourrait, sans s'annuler, être 
susceptible de prendre des valeurs plus petites que toute quantité 
donnée, auquel cas sa limite inférieure serait zéro. 

poi?{CAr£. Polent. Newl. aa 
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On peut y d'une façon pleinement rigoureuse, assigner à -p- une 

limite supérieure finie et une limite inférieure différente de zéro. 
Nous nous contenterons d'énoncer ce point, dont on trouvera la 
preuve complète dans le mémoire déjà cité des Acta Mathema^ 
tica. 

C'est dans la démonstration de la proposition précédente 
qu'intervient celle de nos hypothèses en vertu de laquelle le 
domaine T est simplement connexe. C'est également pour faire 
cette démonstration que l'on doit supposer le principe de Diri- 
chlet établi indépendamment de la méthode de Neumann. 

Quoi qu'il en soit, nous admettons désormais que l'on peut 
trouver un nombre [jl satisfaisant aux inégalités : 

0<}X<1 

et tel que : 

1 J 

quelle que soit la fonction W choisie. 

On a alors : 

J_jxJ'>0 

J'_^J>0. 

Ces inégalités vont jouer un rôle essentiel dans nos raisonne- 
ments. 

172. Posons : 

a et p étant comme ci-dessus deux paramètres arbitraires. 
On a : 



On voit que J — |JlJ' est une forme quadrique définie positive par 
rapport aux deux variables a et [3. D'où : 
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Illégalité qui est à r.ipprocher des inég.ilités semblables déjà 
obtenues. 

Posons d'autre part : 



W^aWp — ?W.... 



D'où : 



J' — 



[xJ = a* (JJp — sxJ,p) 



On déduit de là l'inégalité : 



(Jîp+l !'*"'t|.+l) '^\^iv i^^ip) i.'^ipfi t'-'ip+î) 



analogue à la précédente. 
Maintenant, on a : 

D'où Ton déduit par addition : 



i^j.pm)+?*(j;,„-!^V.)>o. 



2«?(v.*-j;.,)(i 

"h ?*(^ip+î+''*p+ï)(l 






-v) 



^ 0. 



Nous sommes encore amenés à la considération d'une forme 
quadratique définie positive dépendant des deux variables a et ^. 
Son discriminant est certainement négatif. D'où : 



(J^.. - y^..Y <(4+^) V.p + K) [K . 



y ^ 



Mais on a : 



•'ip+i Jip+i — Jfp+ï~l~ Jîp+ tl> ^• 



Donc on peut écrire : 

Jîp + t"l~''ip+i'*^ l ~r 



— v- 



^)\j^p+jy 
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en divisant les deux membres de rinégalité par la quantité posi- 
tive : 

Posons enfin : 

On a : 

0<L<1. 

Finalement, nous arrivons a Tinégalité fondamentale suivante : 

C'est de la que nous allons tirer la preuve de la convergence des 
séries de Xeumann. 

173. Convergence des séries de Neumann. — Nous venonis d'éta- 
blir l'inégalité suivante : 

On peut donc écrire : 

J. + J^LMJ. + Ji) 



Jjp "+■ Jjp "^ L" (Jip-s + Jip-s)' 

Multiplions ces inégalités membre h membre. Il vient : 

j^ H- j;, < (J, + j;) i^. 

Posons : 

Nous avons en définitive : 

•'j,,+j;,,<AL"'. 

On conclut de là que Ton a à fortiori : 

J,,<AL*'', j;„<AL„., 
puisque : 

Ji,>o, j;.,>o. 
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Donc les séries : 



1 



;) 



sont convergentes comme la progression géométrique décrois- 
sante de raison L. 

Nous allons déduire de là que les séries : 



E 



sont convergentes même pour X = + 1 et pour â= — 1. 

174. Reprenons la fonction W définie plus haut comme le 
potentiel d'une double couche quelconque. 
Ecrivons : 

'=X,[(^)'-(^)V(^)']a, 



On a 



'^"-/[{^ÏA^H'^rV- 



rintégrale étant étendue h tout l'espace. Cette intégrale a un 
sens : elle représente l'énergie totale due à l'attraction de la 
double couche. 

Considérons maintenant l'Intégrale : 

K = f UM(o. 
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On a : 

J + J'^0. 

K^ 

Etudions alors le rapport : 

K 



J + J' 



11 a certainement une limite inférieure, puisqu'il ne peut prendre 
que des valeurs positives. Mais a-t-il aussi une limite supérieure? 
Il est facile de voir que non. En effet, J+J' peut s'annuler. 
Cela a lieu lorsque W est le potentiel d'une double couche 
homogène. Mais, dans ce cas, le numérateur K reste différent de 
zéro. Donc le rapport en question peut devenir infini. 
Un artifice va nous permettre de tourner cette difficulté. 

175. Considérons l'intégrale : 

C étant une constante. 

Choisissons cette constante C de façon que l'intégrale M soit 
minimum. On a : 

M== r u^to— 2c r ud(o-hc^ r dw. 

J(S) J{S) J(S) 

Pour que M soit minimum, il faut et il suffit que C vérifie la 
relation suivante : 

rudw=crdw. 

J(sj J;s) 

Posons : 

S= I dto, 

S étant Taire de la surface donnée. On a : 



rud( 



1(0 

S 
Envisageons alors le rapport : 

M 



J-^-J' 
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et cherchons h lui assigner une limite supérieure. Nous allons 
voir que c'est possible. 

Pour que -= y- devienne infini, il faut que J+J' s'annule. Si 

cela a lieu, on a : 

Ox ^y Oz 

en tout point de l'espace. D'où : 

Mais alors \V est le potentiel d'une double couche homogène. 
Dans ces conditions, on a : 

rUdto = Ur d(o = US. 

j:s) j[S) 

D'où : 



et par suite : 



Ainsi l'égalité : 
entraine l'égalité : 



U=C 



M=0. 



J+J' = 



M = 0. 



On conclut de là que le rapport : 

M 



J+J' 



est limité supérieurement. 

Ce qui précède n'est qu'un aperçu. Mais on peut trouver une 
démonstration rigoureuse. Je renverrai encore pour ce point au 
mémoire déjà cité des Acta Mathematica, 

Quoi qu'il en soit, admettons que l'on puisse trouver un 
nombre B tel que l'on ait : 



^ • 



quelle que soit la fonction W choisie. 
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176. Prenons la fonction Wp. A cette fonction est attachée une 
certaine constante Cp calculée au moyen de l'équation : 



Posons : 



^K=i,i^.-^\Y^<^- 



On 0, en vertu des conclusions du paragraphe précédent 



Or: 



D'où : 



et Ton a en outre : 



J,p + K, < MJK 



Mp<ABL*? 



0<L<1 



comme on Ta vu au paragraphe 172. 

On conclut immédiatement de là que les deux séries : 

Mo + M, + ...+Mi + ... 
et: 

sont convergentes à la façon d'une progression géométrique. 

177. Soit do"' l'angle solide sous lequel l'élément dto' ayant pour 
centre de gravité le point M' (x', y', z) de S est vu du point 
M (x,y,z). On a : 

, , r cos| 

QT = -. dlO = r-î-, 

dn r** 

en désignant par r la distance MM' et par ^/ l'angle de la normale 
h S en M' avec la direction de MM^ Je rappelle que nous avons 
posé : 

de'=— ^. 
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Cela posé, on a : 

Considérons Tintégrale : 

C'est le potentiel d'une double couche homogène et il est mani- 
feste que l'on a : 

Ip_i== 2Cp_i..^. quand M est intérieur à S 

Ip_i=Cp_i quand M est sur S 

Ip._i= quand M est extérieur a S. 

Prenons alors le cas où le point M reste h l'extérieur de S. On 
peut écrire : 

Wp— — / (u;_, — Cp_o —^ -^^ • 

t/(S) 

Je veux montrer que la série : 



liwj 



est convergente. 

En effet, partons de l'identité suivante : 

^a».^b'. = (^«,b.) ' +^(n.b, - a,b.)» 

qui est bien connue sous le nom d'identité de Lagrange. On en 
déduit : 

On passe aisément de cette inégalité à la suivante : 

[ Pf 'idw'l < Jcp^dw' r^Mw' 

où '^ et 'f désignent deux fonctions intégrables quelconques. Cette 
dernière inégalité est due à M. Schwarz. 
On a d'après cela : 
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et : 

Envisageons Tintégrale : 



On peut écrire : 



dQ' 1 cos ^ 



àiù' 2t. r* 



D'où : 






AH' V 1 
< 



dto'y 47:V 



D'où : 






Or, ici r ne peut pas s'annuler. Donc on peut assigner une 
limite supérieure G a IL Par suite : 

et enfin : 

On déduit de lii sans peine : 

|W,,1<V'ÂBG'L''-' 

Posons : 

. /ÂÏKT 

On peut écrire : 

|VV,.f<gI'"- 

(Considérons alors la série : 
On a : 

l/'W|<:gAL;'. 
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Donc la série envîsafçée est convergente comme une progres- 
sion géométrique pour les valeurs de À satisfaisiint û rinégulité : 

V.n piirtît-ulier, on peut prendre \ égiil à -f- 1. Comme tout 
II' qui précède est valable pour les points M extérieurs ii S, on 
voit que le problème extérieur de Diriclilet est résolu. 

178' Voyons maintenant ce qui se passe quand le point 
M(x,y,z} est situé â l'intérieur de S. 11 fuut alors modifier un peu 
les raisonnements précédents. 

On a, cette l'ois ; 

\\\. — 2C,, , = (^ fl'V, — C,.^,) dft'. 
On peut montrer d'iipri-s celii que la série : 
V(\V, — 2C,^.) 

••si convergente. C'est alors le problème intérieur do Diricblct 
qui est résolu. Les raîsonnemcnls sont d'ailleurs tout scnitihibU-s 
à ceux du paragraphe précédent. 

179- Pour que les conclusions énoncées ii la fin de chacun des 
[uiragraphes 177 et 178 puissent ttre considérées comme rigou- 
reusement établies, il reste encore si prouver la convergence des 
séries de Neumaun pour le cas où le point M (x, y, i) est situé 
sur la surface S elle-même. 

On ne peut plus l'aire les raisonnements qui ont réussi pour 
les cas des points extérieurs ou intérieurs, En effet, si nous envi- 
sageons maintenant l'intégrale : 

le coefticient difFérenticl ne reste plus fini dans le champ d'inté- 
gration. Pur suite le nombre G n'exisle plus. Cependant on 
peut encore être assuré de lu convergence de la série de Neu- 
niann. Il faut seulement construire une nouvelle démonstration. 
Je n'exposerai pas ici cette démonstration. Elle est contenue 
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dans le mémoire des ^Ic/a mathematica dont j'ai déjà parlé. En 
voicî seulement les conclusions. 

En un point extérieur à S, on a, en désignant par g une 
certaine constante : 

|W,.|<gI/. 

En un point intérieur on a de même : 

lw„-(:„_.l<gLn 

Pour un point situé sur S, ces inégalités ne sont plus vraies. 
Mais, si Ton remarque ([ue \s\ se réduit alors a Up et si Ton 
appelle h une nouvelle constante indépendante de p, on peut 
écrire i 

|U,-C,_,l<(g + hp)L^ 

Les conclusions relatives à la convergence de la série de Neu- 
mannn ne sont pas modifiées. 

180. Conclusion. — Les considérations précédentes ne consti- 
tuent évidemment que des aperçus. Mais une démonstration 
rigoureuse et complète est possible. On peut se rendre compte 
déjà de la direction dans laquelle il a fallu la chercher et dans 
la(|uelle il faudrait marcher pour généraliser davantage encore 
les circonstances où la méthode de Xeumann s'applique. Bornons- 
nous à conclure que cette méthode donne encore la solution du 
problème de Dirichlet quand la surface S n'est plus consfexCj 
pourvu qu'elle soit toujours simplement connexe, 11 est probable 
même ([u'on pourrait arriver à se débarrasser de toute restriction 
relative à Tordre de connexion du domaine envisagé. 

181. Déânition des fonctions fondamentales. — Dans les cha- 
pitres précédents, j'ai cherché à donner partout à mes raisonne- 
ments un caractère de parfaite rigueur. Je veux maintenant ter- 
miner par (juelques indications où mon but sera moins d'obtenir 
des conclusions définitives que de faire entrevoir comment 
certains problèmes doivent être posés. 

Soit S une surface fermée portant une simple couche de 
matière attirante. Appelons T le potentiel du à l'action de cette 
simple couche. Quand nous en aurons besoin, nous distinguerons 
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la valeur T de ce potentiel en un point intérieur à S et sa 
valeur T' en un point extérieur h S. Sur S, on a : 

et : 

dT AT 

dn ~' du 

comme nous l'apprend la théorie des surfaces attirantes. 
Formons les intégrales : 

'-Xi(^)"+(f)'-(^)1- 

étendues respectivement aux espaces intérieur et extérieur à S. 
Le théorème de Green montre que l'on a : 



(S) 

et : 






„ dT' 



J'==— / T' 4^dw 

J(S) dn 



D'ailleurs on peut écrire : 



J=^/ T-^du, 



J(s\ dn 



'(S) 

dT' 



j'=_rT4i-du,. 



Les deux quantités J et- J' sont essentiellement positives. Elles 
ont donc chacune un minimum. 

Assujettissons les fonctions T a la condition suivante : 

Considérons, parmi toutes les fonctions T qui vérifient cette 
relation, celle qui fait prendre a J sa valeur minimum. Elle n'est 
certainement pas identiquement nulle. 
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Pour déterminer la fonction T en question, employons les 
procédés du calcul des variations. Donnons h T un accroisse- 
ment 8 T. On doit avoir : 

puisque J est minimum. Or : 



mais : 



"-/j^^^+^-f-)-- 



JT — I d(o = / — i — oTdto ; 
ts) dn J.gj du 



Donc la condition : 

oJ = 



se réduit à la suivante : 



dT .. 



£-i — oTd(o = 0. 
D'autre part, on peut écrire : 

puisque J' a la même valeur pour toutes les fonctions considérées, 
Par conséquent : 



Ç àV 

Jts\ du 



ûTdw = 0. 

(S) tin 

Les deux relations : 

ôJ=0, oJ' = 

ne sont pas indépendantes Tune de Tautre. Donc il existe une 
certaine constante h, telle que Ton ait : 



i(-^+'>.^)— ' 



(S) 

quel que soit le choix fait pour la fonction oT. On en conclut 
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que la fonction T considérée — que nous désignerons doréna- 
vant par Tj — vérifie la relation : 



dn * dn 

en tout point de S. 

D'ailleurs J atteint évidemment son minimum pour la fonction 
potentielle qui correspond à la distribution d'équilibre d'une 
couche électrique répandue sur la surface S regardée comme 
conductrice. Dans ce cas, on a : 

''''' = 0. 



dn 

D'où : 

h.=0. 



'1 



Telle est la première fonction fondamentale. 
Considérons maintenant les fonctions T vérifiant les relations 
suivantes : 

rT-^d(o = 0. 

*/(S) dn 

11 existe une fonction T, de cet ensemble qui rend J minimum. 
• Le calcul des variations montre sans peine que cette fonction 
satisfait en tout point de S à l'équation : 

dT, . ^ di; , dT; 

h. — î — = k 



dn ' dn dn 

Je dis que l'on a : 

k = 0. 

Kn effet, multiplions les deux membres de la précédente éga- 
lité par : 

Tjdw 

et intégrons. On trouve : 

Tt dT, , ^, r^, di; r dî; , 

/ T, , * d(o + h^ / T,-n — dw = k / T— j-i-dw, 
J[5) * dn ViS) * dn J(S) « dn 
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Maïs on u : 

A, 

'(S) 

puisque : 



c/isi d» i'(S) du 



et ([ue : 



T, = C" 



à rinlérieur de S, D'autre part : 

dT' r^ di; 

(S) 

en vertu des hypothèses faites. Enfin : 

dT.' 



r T -^ d(o = f T.-^^i- d(o = 0, 

»/(S) du »/(S) ' du 



•^'{S) ^ dn 



dco = — J' = — 1. 



Donc : 

k = 0. 

On voit par là que la seconde fonction Condanientale T» vérifie 
la relation : 



dn * dn 

D'ailleurs on a : 

r T,-^ dw + h, fl,^ dw = 0. 

./{S) ' dn \/(Sj ^ dn 

D'où : 

h, = j, 

ce (|ui montre ([ue h^ est positif. 

On peut procéder ainsi de proche en proche. On définit 
de la sorte une suite illimitée de constantes positives croissantes : 

hjh^h3...hi... 

auxquelles correspondent des fonctions : 

T T T T 
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jouissant dos propriétés suivantes : 

ATi = 0. — à l'intérieur de S 
ATÎ=0..,.. à Textérieur de S 

Ti = T[ sur S 

dT, , dT; 



-+hi-ï-^=() sur S. 



du ' du 

De plus Tj est une fonction régulière à Tinfini. Kn(in on a : 

/ T^-V^dco = 0... si i=^k 

c/(S) dji 

C dTk^ *^' 

I T: — T— '^=0... si i=^ k. 

* (S) dn ' 

Les fonctions Tj ainsi définies portent le nom de Foncticns 
fou (la me nia les . 

182. On peut former facilement les fonctions fondamentales 
dans le cas de la sphère. 

Appelons alors X^ une fonction sphériquc. Posons : 



p-^ = x^ + y' + z 



On a alors : 



T. =. Xn5- 

X, 



n I 



'n **n 



t: = 



r 



On a bien : 



et : 



T. = i 



II 



dT„ n dT^ ^^^ 



dn "+1 dn 

pour p=l, en supposant que le rayon de la sphère envisagée 
soit égal à l'unité. 

POINCARÉ. Polent. Newl. -li 
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183. On peut encore former les (onctions fondamentules dans 
le cas d'un ellipsoïde représenté par l'équation : 

''V-t+ 4-1 = 0. 



a^ b" c 

Passons en eflet en coordonnées elliptiques. Considérons les 
quadriques définies par l'équation : 

•> •> •) 

X V" Z" 



f- ^.Z ^ H 5—-- — 1=0. 



a^ — A b^ — A c^ — A 

Ce sont les quadricjues horaofocales à l'ellipsoïde donné. Par 
chaque point de l'espace, il passe trois de ces quadri<jues. Les 
valeurs correspondantes du paramètre a seront désignées par p,a,v. 
On a par exemple : 

Pour A ^^ p . . . un ellipsoïde. 

Pour A = a. . . un hyperboloïde à une nappe. 

PourA=v. . . un hyperboloïde il deux nappes. 

Les nombres p, ui, v constituent ce qu'on appelle les coordonnées 
elliptiques d'un point. 

On connaît la définition des fonctions de Lamé, Elles sont de 
la forme : 

RMX 

ot Ton a : 

R=f(?) 

N = f(v). 

Le produit HMN définit une fonction harmonique à l'intérieur 
de la surface S donnée. Nous posons : 

T = RMN. 

Maintenant, on peut construire une fonction IV telle que le pro- 
duit : 

R'MN 
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soît harmonique à Tcxtérieur de S et que pour p = on ait : 

R' = R. 

On pose alors : 

T' = R'MN. 

A une longueur infiniment petite prise sur la normale à Tellip- 
soïde donné correspond un accroissement dp de p. On a d'ail- 
leurs : 

d;jL = 0, dv = 0. 



D*où : 



dT dR .,., d? 

= — 1 — MN ' 



et : 



dn dp dn 



dV dR' ^,^, dp 

= -: MN 



D'où : 



dn do dn 



dR 



Posons 



On en déduit : 



dT 
dn 


^^^^^ 


dR' 
d? 

dR 


dT' 
du 


h 




d? 

dR' 

ds 

1 


" • 


dT 
dn 


+ 


. dT' 
du 


= 0. 



D ailleurs, h est la valeur de : 

dR 



dR' 



pour p = : c'est donc bien une constante. 
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184. Revenons au cas général et appelons 4> une fonction quel- 
conque définie sur S. 

De nombreuses analogies portent à penser que la fonction ^ 
est toujours développable en série procédant suivant les fonc- 
tions fondamentales. 

On aurait alors : 



(1) *=yA.T„ 



les Aj étant des constantes. 

Si Ton admet la possibilité du développement, le calcul des- 
coefficients Aj est facile. 

Multiplions en effet les deux membres de Tégalité (1) par : 



dT[ 
dn 



dw 



et intégrons. On a : 



dT[ 
dn 



dw = 



/• dT^ 

t/s) dn 



D'où : 



= — I ^ , dto. 

J{?>) dn 



On sait donc former la série (1). 

Soit \V la somme de la série (1) en des points non situés sur S, 
On voit que \V est une fonction harmonique tant à l'intérieur 
qu'à l'extérieur de S, car W est le potentiel d'une simple couche. 
De plus, W se réduit à ^ sur S. Donc W est la fonction qui 
résout le problème de Dirichlet tant intérieur qu'extérieur. 

185. Application à la méthode de Neumann. — Revenons à la 
détermination d'une double couche dont le potentiel W vérifie la 
relation : 

(1) V — V' = X(V+V') + 24> 

en tout point de S. 



EXTEysroy de la méthode de NEVMANN 35; 

On peut écrire, en supprimant les indices pour abréger récri- 
ture : 



On a : 



-2 

W=V?T 
\V'=V^'T'. 



<îVh4i^=o. 



dn dn 



D'autre part : 



puisque : 



E^ir=2^'^ 



dW dW 



dn dn 



D*où : 

(2) p' + h? = 0. 

Mais la relation (1) donne : 

3-^' = ).(3 + P') + 2a. 

Comparons fl) et (2) : 

?(l + h)=Àfi(l-h)+2a 

Cette équation permet de calculer ^, puisqu'on connaît a. On a 
ensuite r^' par la relation (2). On trouve: 

2à 



? = 



l^-h-.A(l— h) 

2 ah 



^~ l-f-h-*).(l — h) ■ 
D'après cela, W et W se présentent comme des fonctions méro- 



358 THÉORIE DU POTENTIEL NEWTOMEN 

morphes de X. Le module du pôle dont le module est le plus^ 

petît est : 

1 + h, 

1 — h/ 

11 est plus grand que 1. Donc le cercle de convergence des séries 
de Neumann est plus grand que 1. Il n'y a d'exception à cela 
que si Tune des quantités h est nulle. On a : 

Donc les conclusions précédentes supposent une condition : 

Cette condition est d'ailleurs équivalente h la condition : 

C=0 

que nous avions rencontrée dans Tétude directe de la méthode de 
Neumann. Il est visible enfin que, pour le problème extérieur, il 
n'y a pas de condition semblable, a cause de la présence de h au 
numérateur de ^'. On voit en effet que, pour h, = 0, on a : 

sans qu'il soit forcé pour cela que a^ soit nul. 

En résumé, faisons X = 1 dans les séries de Neumann. Il vient : 



w 



'=-S'T- 



On a ainsi la solution du problème extérieur de Dirichlet. Mai& 
il y a une condition de possibilité. Cette condition est nécessaire 
pour que nos séries représentent la solution, c'est-a-dire pour que 
celle-ci puisse être regardée comme un potentiel de double couche. 
Faisons maintenant X = — 1. On trouve : 

W' = VahT. 
On a de la sorte la solution du problème intérieur de Dirichlet» 
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Mais celle fois, il n'y a pas de condition de possibililé. La solu- 
tion est toujours assimilable ii un potentiel de double couche. 

186. Application à un problème analogue à celui de Dirichlet. 
Reprenons les notations : 

dont nous nous sommes déjà servi. 

Cherchons a construire une fonction jouissant des propriétés 
suivantes : 

AW=0 

AW' = 

dn dn \ dn dn / 

4> étant une fonction donnée sur S. 
Posons : 



w==Và'w. 
\v'=V).'w; 



(1) V'=2>,V! 

dV V., dV 



dn ~Zj dn 
dn tmU ' dn 



On voit que les fonctions W| sont des potentiels de simples 
couches dont les densités sont données par les équations sui- 
vantes : 





dV, 


dv; 


:24> 






dn 


dn 






dV, 


dv; 


dV. 




dVi 


dn 

• • 


dn 

• • • 


dn 

• • 


+ • 

• • 


dn 

• • 
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dV, dVi dV,_, ^ dVL, 



dn dn dn dn 

On peut donc former les séries (1). 

Cela posé, la convergence des séries (1) peut être étudiée par 
des procédés tout \\ fait semblables à ceux que nous avons 
employés à propos du problème de Neumann. Les conclusions 
sont les mêmes. On voit donc que, pourvu que le domaine envi- 
sagé soit simplement connexe, on peut résoudre le nouveau pro- 
blème que nous venons de poser. 

Pour X=:=bl, on retombe sur le problème étudié au para- 
graphe 175. Dans le cas du problème intérieur, il y a une con- 
dition de possibilité. 

Mais dans le cas du problème extérieur, il n'y a plus aucune 
condition de possibilité. 



187. Voyons le rôle joué ici par les fonctions fondamentales. 
Tout porte à penser qu'une fonction arbitraire 4> peut être 
développée en série de la formé suivante : 

dTÎ 



*=X 



dn 



Si Ton admet la possibilité de ce développement, il est facile de 
calculer les coeflîcients Ai. On a : 

dTi 

do) ==U. 



D'où : 



«/(S) dn 





c'(S) J(S) dn 


'r : 


*/(S) du 


ar suite : 





A, = — r4>Tid(o. 
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Appliquons ce résultat à noire problème. 

Posons : 

dT' 



et prenons : 






Ou a : 



d\" 
d 



\" Y dT' 

n Am^ An 



et : 



dV _Y dT _ Y dT' 



La relation qui doit être vérifiée sur S donne alors : 

_, 3 (1 + h) =).?(! — h) + 2a. 

Par suite : 

2a 

3 = — 



l + h + A{l — h) 

Mais on a : 

1 V fl h)"* 

l + h+X(l — h)~Z-^ ^ '' (1 + h)™^* 

On conclut de là : 



188. Un a : 

si h est positif. Dans ce cas, il est clair que \Vp tend vers zéro 

quand p augmente indéfiniment. 

Mais si on a : 

a.^0 

le terme en h, ne disparaît pas. 
On a : 
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puisque h, est nul. D'où: 

lim(-l?AV,. = -2aJ. 

iini(— i)p\v;^ — 2aj;. 

On a donc là un moyen de calculer T, et 'F,, c'est-à-dire le poten- 
tiel en un point intérieur et en un point extérieur d'une distribu- 
tion électrique en équilibre sur S. 

On retrouve ainsi la mèdiode de M, liobin pour déterminer une 
couche attirante étalée sur une surface fermée S et sans action 
sur un point intérieur. 
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